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C h a p t e r 1
I n t r o d u c t i o n
E fi c i e n t a n d r e l i a b l e m e t h o d s fo r n u m e r i c a l l y m o d e l i n g f l u i d f l o w i n v a r i ¬
a b l y s a t u r a t e d p o r o u s m e d i a a r e o f i n t e r e s t f o r a n u mb e r o f f i e l d s i n c l u d i n g c i v i l ,
h y d r o l o g i c a l a n d e n v ir o n m e n t a l e n g i n e e r i n g . O f t e n , R i c h a r d s
' E q u a t i o n (R E )
i s u s e d t o m o d e l fl u i d m o v e m e n t i n v a r i a b ly s a t u r a t e d m e d i a , [2 4 ] R E i s a
s i m p l i fi e d v e r s i o n o f t h e fu l l t w o p h a s e s y s t e m w h e r e t h e a i r p r e s s u r e i s a s s u m e d
c o n s t a n t a n d i s o b t a i n e d b y c o u p l i n g o f t h e a q u e o u s p h a s e m a s s b a l a n c e e q u a t i o n
w i t h D a r c y
'
s l a w a n d i s c l o s e d b y c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s t o d e s c r ib e t h e r e l a t i o n ¬
s h i p a m o n g fl u i d p r e s s u r e , s a t u r a t i o n s , a n d r e l a t i v e p e r m e a b i l i t i e s [5 1 , 3 7 ]
O v e r t h e y e a r s , a l a r g e n u m b e r o f p a p e r s h a v e b e e n p u b l i s h e d o n t h e s o l u t i o n
o f R E . T h e m o s t c o m m o n s p a t i a l d i s c r e t i z a t i o n s h a v e b e e n l o w o r d e r f i x e d - g r i d
fi n i t e d i f f e r e n c e a p p r o a c h e s [1 7 , 1 2 , 1 1 , 3 5 ] , fi n i t e v o l u m e m e t h o d s [4 9 , 2 9 ] , a n d
fi n i t e e l e m e n t a p p r o a c h e s [2 5 , 2 8 , 1 2 , 2 7 , 1 6 ] U n fo r t u n a t e l y , t h e s e m e t h o d s o f t e n
r e q u i r e e x c e s s i v e l y h i g h c o m p u t a t i o n a l c o s t s t o o b t a i n h i g h l y a c c u r a t e s o l u t i o n s
f o r m a n y p r o b l e m s o f i n t e r e s t T h e n o n l i n e a r n a t u r e o f R E l e a d s t o s h a r p f r o n t s
f o r c e r t a i n b o u n d a r y c o n d i t i o n s a n d p - s - k (p r e s s u r e , s a t u r a t i o n a n d p e r m e a b i l ¬
i t y ) r e l a t i o n s U n d e r t h e s e c i r c u m s t a n c e s u n i f o r m - g r i d s o l u t i o n t e c h n i q u e s o f t e n
r e q u i r e e x t r e m e l y fi n e t e m p o r a l a n d s p a t i a l d i s c r e t i z a t i o n s i n o r d e r t o o b t a i n
r e s u l t s o f a c c e p t a b l e a c c u r a c y T h i s l e a d s t o l a r g e C P U t i m e s a n d c o m p u t e r
m e m o r y r e q u ir e m e n t s . F u r t h e r m o r e , c o n v e r g e n c e m a y e v e n b e d i fi c u l t t o o b t a i n
u n d e r s o m e c o n d i t i o n s . F o r t h e s e r e a s o n s
,
w e s e e k a l t e r n a t i v e a p p r o a c h e s fo r
s o l v i n g R E t h a t a r e m o r e e fi c i e n t a n d m o r e r o b u s t .
A d a p t i v e m e t h o d s s e e k c o m p u t a t i o n a l e fi c i e n c y b y u s i n g k n o w n i n f o r m a t i o n
a b o u t t h e s o l u t i o n t o m a x i m i z e a c c u r a c y w h i l e m i n i m i z i n g c o m p u t a t i o n a l w o r k
[4 ] . H e r e , w e c o n s i d e r a m e t h o d w h i c h c o m b i n e s b o t h t e m p o r a l a n d s p a t i a l
a d a p t i o n t o s o l v e R E f o r p r o b l e m s c h a r a c t e r i z e d b y s h a r p f r o n t s T h e t e m p o r a l
a p p r o x i m a t i o n i s b a s e d o n a m e t h o d o f l i n e s (M O L ) a p p r o a c h t h a t h a s d e m o n ¬
s t r a t e d s u c c e s s f o r m o d e l i n g v a r i a b l y s a t u r a t e d fl o w u n d e r a n u mb e r o f c o n d i t i o n s
[3 0 ] We e x t e n d t h i s a p p r o a c h t o i n c l u d e a s p a t i a l l y a d a p t i v e d i s c r e t i z a t i o n u s i n g
h r e fi n e m e n t
T h e o b j e c t iv e s o f t h i s w o r k a r e : ( 1 ) t o fo r m u l a t e a d i s c r e t i z a t i o n o f R E t h a t
i s v a r i a b l e i n b o t h s p a c e a n d t i m e ; (2 ) t o o u t l i n e a m e t h o d o f / i - t y p e s p a t i a l
a d a p t a t i o n i m p l e m e n t e d i n t h e M O L fr a m e w o r k ; a n d (3) t h e n t o p e r f o r m s e v e r a l
n u m e r i c a l e x p e r i m e n t s a n d c o m p a r e t h e s p a c e - t i m e a d a p t a t i o n w i t h a u n i f o r m
s p a t i a l d i s c r e t i z a t i o n .
C h a p t e r 2
B a c k g r o u n d
2 . 1 U n s a t u r a t e d Z o n e H y d r o l o g y
T h e u n s a t u r a t e d z o n e (a l s o k n o w n a s t h e V a d o s e z o n e ) i s t h e r e g i o n a b o v e
t h e w a t e r t a b l e w h e r e s o i l p o r e s a r e o n ly p a r t i a l l y fi l l e d w i t h w a t e r , a n d t h e r e s t
o f t h e p o r e s p a c e i s fi l l e d w i t h t h e g a s e o u s p h a s e . F i g u r e 2 1 i s a s i m p l e s k e t c h
t h a t s h o w s t h e u n s a t u r a t e d z o n e a n d t h e r e s t o f t h e g r o u n d w a t e r d is t r i b u t i o n .
A s i s v e r y e v i d e n t f r o m t h e p i c t u r e , a n y p o l l u t a n t a t t h e s u r f a c e o f t h e E a r t h h a s
t o p a s s t h r o u g h t h e u n s a t u r a t e d z o n e b e f o r e i t l e a c h e s d o w n t o t h e w a t e r t a b l e
o r t h e a q u i f e r T h e r a t e o f fi o w o f t h e a q u e o u s p h a s e i n t h i s r e g i o n i s t y p ic a ll y
v e r y s l o w , t h u s t h e c o n t a m i n a n t s t a y s i n t h i s r e g i o n fo r a l o n g p e r i o d o f t i m e .
T h e u n s a t u r a t e d z o n e
,
t h e r e f o r e p l a y s a n i m p o r t a n t a n d s o m e t i m e s g o v e r n i n g
r o l e i n t h e t r a n s p o r t a t i o n o f c o n t a m i n a n t s i n t h e s u b s u r f a c e .
T o b e a b l e t o m o d e l t h e t r a n s p o r t o f t h e c o n t a m i n a n t s , w e n e e d t o k n o w v e r y
p r e c i s e ly t h e fl o w p a t t e r n o f w a t e r , w h i s h i s t h e m e d i u m o f t r a n s p o r t a t i o n , t h i s
l e a d s u s t o t h e n e e d o f m o d e l i n g g r o u n d w a t e r fl o w i n t h e u n s a t u r a t e d z o n e I n t h e
p a s t , n o t m u c h a t t e n t i o n h a s b e e n p a i d o n t h e u n s a t u r a t e d z o n e a s c o m p a r e d t o
t h e s a t u r a t e d z o n e . B u t n o w w e h a v e s t a r t e d t o r e a l i z e t h e i m p o r t a n c e o f s t u d y ¬
i n g t h e u n s a t u r a t e d z o n e , f o r p r o p e r l y m o n i t o r i n g t h e c o n t a m i n a n t t r a n s p o r t i n
t h e g r o u n d w a t e r .
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F i g u r e 2 1 : U n s a t u r a t e d Z o n e .
T h e m a j o r d r i v i n g fo r c e t h a t c a u s e s t h e f l o w o f g r o u n d w a t e r i n t h e u n s a t u ¬
r a t e d z o n e i s t h e g r a v i t y a n d t h e d i f f e r e n c e i n t h e p a r t i a l p r e s s u r e s o f t h e a q u e o u s
p h a s e a n d t h e d i f f e r e n c e i n s a t u r a t i o n . T h e r e l a t i o n b e t w e e n s a t u r a t i o n a n d p e r ¬
m e a b i l i t y , a n e x p o n e n t i a l f u n c t i o n , is s u c h t h a t t h e r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y t a l ce s
a v a l u e c l o s e t o 1 w h e n t h e s o i l i s s a t u r a t e d a n d i s c l o s e t o 0 a t l o w s a t u r a t i o n .
T h u s
,
w h e n t h e r e i s a s o u r c e o f w a t e r a t t h e s u r f a c e o f t h e g r o u n d , t h e r e g i o n
c l o s e t o t h e s u r f a c e b e c o m e s s a t u r a t e d a n d i t s r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y b e c o m e s a l ¬
m o s t 1 I f t h e s o i l i s i n i t i a l l y d r y , t h e p e r m e a b i l i t y i s n e g l i g i b l e e l s e w h e r e T h i s
c a u s e s a s h a r p i n fi l t r a t i o n s t a r t i n g a t t h e b o u n d a r y a n d g i v e s r i s e t o a s t e e p f r o n t
T h i s fr o n t m o v e s a h e a d w i t h t i m e
,
m a i n t a i n i n g i t
'
s s t e e p s h a p e T h i s s t e e p fr o n t
a n d t h e n o n l i n e a r i n t e r - d e p e n d e n c e a m o n g p r e s s u r e , s a t u r a t i o n a n d p e r m e a b i l ¬
i t y m a k e s u n s a t u r a t e d g r o u n d w a t e r f l o w a n i n t e r e s t i n g b u t d i fi c u l t p r o b l e m t o
s o l v e .
M a n y m a t h e m a t i c a l m o d e l s h a v e b e e n p r o p o s e d t o s i m u l a t e t h e fl o w o f g r o u n d -
w a t e r i n t h e u n s a t u r a t e d z o n e
,
b u t a m o n g t h e m R E i s t h e m o s t p o p u l a r m o d e l
F o r m o s t o f t h e u n s a t u r a t e d z o n e fl o w p r o b l e m s , t h e a u x i l i a r y c o n d i t i o n s a r e
s u c h t h a t a n a n a l y t i c a l s o l u t i o n i s n o t p o s s i b l e , t h u s w e r e s o r t t o t h e n u m e r i ¬
c a l s o l u t i o n m e t h o d s I n t h i s c h a p t e r w e d i s c u s s R E a n d t h e v a r i o u s n u m e r i c a l
m e t h o d s a p p l i e d t o s o l v e i t i n t h e p a s t .
2 . 2 G e n e r a l N u m e r i c a l S o l u t i o n C o n s i d e r a t i o n s
2 . 2 . 1 S t a n d a r d f o r m s o f R E
R E c a n b e f o r m u l a t e d i n a n u m b e r o f w a y s d e p e n d i n g o n t h e c h o i c e o f i n d e ¬
p e n d e n t a n d d e p e n d e n t s o l u t i o n v a r i a b l e s [2 4 , 3 6 , 1 2 ] . T h e s e i n c l u d e t h e ^ - b a s e d
fo r m
,
w h e r e t h e v o l u m e t r i c w a t e r c o n t e n t (9) i s t h e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e ; t h e
'0 - b a s e d f o r m i n w h i c h t h e p r e s s u r e - h e a d {ip) i s t h e s o l u t i o n v a r i a b l e ; a n d t h e
m i x e d f o r m w h i c h i s f o r m u l a t e d i n t e r m s o f b o t h 6 a n d tp - E a c h o f t h e a b o v e
t h r e e f o r m s o f R E h a s i t s s t r e n g t h s a j i d w e a k n e s s e s [2 2 , 1 2 ] . T h e 9 b a s e d fo r m o f
R E h a s t h e a d v a n t a g e o f b e i n g i n h e r e n t l y m a s s c o n s e r v a t i v e , b u t i t i s n o t u s e f u l
i n c a s e s w h e r e s a t u r a t i o n i s r e a c h e d
,
s i n c e t h e d i f f u s i v i t y t e r m a p p r o a c h e s i n fi n ¬
it y [2 1 ] . I n a d d i t i o n , 9 i s n o t c o n t i n u o u s a c r o s s t h e i n t e r f a c e s o f p o r o u s m e d i a
h a v i n g d i f f e r e n t p hy s i c a l p r o p e r t i e s . T h e
■0- b a s e d f o r m a v o i d s t h e s e d i fi c u l t ie s
a n d i s v a l i d fo r b o t h u n s a t u r a t e d a n d s a t u r a t e d c o n d i t i o n s H o w e v e r , i t c a n p r o ¬
d u c e l a r g e m a s s b a l a n c e e r r o r s f o r s o l u t i o n s w i t h l o w t e m p o r a l a c c u r a c y [12 , 4 2 ].
T h e m i x e d fo r m o f R E i s v a l i d f o r t h e f u l l r a n g e o f s a t u r a t i o n a n d i s m a s s c o n ¬
s e r v a t i v e
,
b u t t h e f a c t t h a t i t i n v o l v e s t w o i n d e p e n d e n t v a r i a b le s w i t h o n l y o n e
m a s s b a l a n c e e q u a t i o n c o m p l i c a t e s i t s n u m e r i c a l s o l u t i o n . F o r t h i s r e a s o n , t h e
m e t h o d s a p p h e d t o t h e m i x e d fo r m h a v e l a r g e l y b e e n l o w o r d e r [1 2 , 4 2 , 4 8 ].
2 . 2 . 2 N u m e r i c a l m e t h o d s f o r s o l v i n g R E
H a v i n g d e c i d e d t h e f o r m o f R E a n d t h e c l o s u r e r e l a t i o n s h i p s , w e n e e d a
n u m e r i c a l a p p r o x i m a t i o n m e t h o d t o s o l v e i t T h e r e a r e a v a r i e t y o f n u m e r i c a l
m e t h o d s d e s c r i b e d i n t h e l i t e r a t u r e T r a d i t i o n a l l y , n u m e r i c a l s o l u t i o n s t o R E
h a v e b e e n c a r r i e d o u t o n a f i x e d g r i d u s i n g e i t h e r l o w - o r d e r fi n i t e d i ff e r e n c e s
m e t h o d [17 , 12 , 1 1 , 3 5 ], f i n i t e v o l u m e m e t h o d s [49 , 2 9 ] o r fi n i t e e l e m e n t m e t h o d
[25 , 28 , 1 2 , 2 7 , 1 6] .
T h e s t a n d a r d a p p r o a c h w h e n s o l v i n g R E w i t h fi n i t e d i f f e r e n c e m e t h o d t y p i ¬
c a l l y i n v o l v e s b a c k w a r d E u l e r o r C r a n k - N i c o l s o n t i m e d i s c r e t i z a t i o n t e c h n i q u e s
T h e s e m e t h o d s g e n e r a l l y e i t h e r u s e a f i x e d t i m e - s t e p o r a t i m e - s t e p a d a p t a t i o n
t e c h n i q u e b a s e d o n a n e m p i r i c a l s t r a t e g y T h e s e m e t h o d s , w h e n a p p l i e d t o t h e
■0 - b a s e d f o r m o f R E , l e a d t o s i g n i fi c a n t m a s s b a l a n c e e r r o r s [1 2 ] T h e s e m a s s
b a l a n c e e r r o r s c a n b e o v e r c o m e b y a p p l y i n g l o w - o r d e r t i m e d i s c r e t i z a t i o n s o r e m ¬
p i r i c a l t i m e - s t e p a d a p t a t io n s t r a t e g y t o t h e m i x e d fo r m o f R E , b u t i t h a s b e e n
s h o w n t h a t t h e y a r e n o t a s e f i c i e n t a s h i g h e r o r d e r , a d a p t i v e M O L d i s c r e t i z a t i o n
o f t h e p r e s s u r e h e a d fo r m o f R E [3 5 , 4 8 ] .
T h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s h i p s a r e i n h e r e n t l y n o n - l i n e a r i n n a t u r e T h u s , a
s y s t e m o f e q u a t i o n s g e n e r a t e d b y a n y n u m e r i c a l s o l u t i o n o f R E i s n o n - l i n e a r . T h e
t i m e i n t e g r a t i o n m e t h o d s u s e d f o r R E a r e u s u a l l y i m p l i c i t , s o t h e s o l u t i o n o f n o n -
U n e a r s y s t e m s i s o f s i g n i fi c a n t i m p o r t a n c e w h e n s o l v i n g R E . I n t h e m a j o r i t y o f
c a s e s i t e r a t i v e t e c h n i q u e s l i k e P i c a r d [2 4 , 1 2 ] o r N e w t o n m e t h o d [4 4 , 4 8 , 4 9 ] h a v e
b e e n u s e d I n t h e p a s t , t h e s e n o n - l i n e a r i t i e s h a v e a l s o b e e n r e s o l v e d u s i n g n o n -
i t e r a t i v e t e c h n i q u e s s u c h a s p r e d i c t o r - c o r r e c t o r m e t h o d s [4 3 ] A c o m p a r i s o n o f
P i c a r d i t e r a t i o n m e t h o d
,
N e w t o n i t e r a t i o n m e t h o d a n d o t h e r n o n - l i n e a r s o l u t i o n
t e c h n i q u e s i s g i v e n b y [4 0 ]
2 . 3 A d a p t i v e M e t h o d s
2 . 3 . 1 T e m p o r a l a d a p t a t i o n
T h e t i m e s t e p - s i z e r e q u i r e d t o m e e t t h e d e s i r e d l e v e l o f a c c vi r a c y n e e d n o t b e
s a m e a t e a c h p o in t i n t i m e f o r t h e e n t i r e s i m u l a t i o n . T h u s , t e m p o r a l l y a d a p t i v e
m e t h o d s i n c r e a s e t h e t i m e s t e p - s i z e a t v a r i o u s p o i n t s , a c h i e v i n g t h e s a m e l e v e l o f
a c c u r a c y , b u t r e d u c i n g t h e t o t a l s i m u l a t i o n t i m e a n d t h u s i n c r e a s i n g t h e e f fi c i e n c y
o f t h e s i m u l a t i o n T e m p o r a l a d a p t a t i o n h a s o f t e n b e e n a c h i e v e d i n t w o w a y s : (1 )
i n c r e a s i n g / d e c r e a s i n g t h e t i m e s t e p b y a c o n s t a n t f a c t o r a t e v e r y t i m e l e v e l w h e n
c h a n g e s i n t h e d e p e n d e n t v a r i a b l e (^ , 6 , e t c . ) a r e b e l o w s o m e t o l e r a n c e l e v e l ,
[3 , 3 3 ] , o r (2 ) I n c r e a s i n g / d e c r e a s i n g t h e t i m e s t e p - s iz e b a s e d o n t h e n u m b e r
o f i t e r a t i o n s r e q u i r e d t o a c h i e v e c o n v e r g e n c e i n a P i c a r d o r N e w t o n i t e r a t iv e
s c h e m e
, [1 , 3 3 ] . E l k a d i a n d L i n g [14 ] h a v e p r e s e n t e d a n a l t e r n a t e t e c h n i q u e
f o r e s t i m a t i n g t e m p o r a l a n d s p a t i a l t e m p o r a l s t e p - s i z e b a s e d o n t h e P e c l e t a n d
C o u r a n t n u m b e r s
T e m p o r a l a d a p t a t i o n n e e d n o t a l w a y s b e d o n e e m p i r i c a l ly A p p r o a c h e s b a s e d
o n f o r m a l e r r o r c o n t r o l h a v e , i n f a c t , d e m o n s t r a t e d s i g n i f i c a n t a d v a n t a g e s o v e r
e m p ir i c a l l y b a s e d a d a p t i o n s t r a t e g i e s [2 9 , 1 9 , 4 8 ] . F o r e x a m p l e , K a v e t s k i e t a l .
[2 9] h a v e p r e s e n t e d a n e w m a t h e m a t i c a l l y b a s e d a d a p t i v e t i m e s t e p p i n g t e c h n i q u e
w i t h e m b e d d e d e r r o r c o n t r o l a p p l i e d t o t h e m i x e d fo r m o f R E . T he m e t h o d o f
l i n e s (M O L ) i s a n o t h e r a p p r o a c h t o t h e s o l u t i o n o f t i m e - d e p e n d e n t P D E (p a r t i a l
d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n s ) t h a t h a s s h o w n c o n s i d e r a b l e s u c c e s s f o r s o l v i n g m u l t i p h a s e
fl o w p r o b l e m s l ik e R E [19 , 4 8 , 3 5 , 4 9 , 3 0 , 5 3 ]. T h e M O L p r o c e e d s fo r m a l l y i n
t w o s t e p s [4 6] :
1 . Sp a t i a l d e r i v a t i v e s a r e a p p r o x i m a t e d . F i n i t e d i f f e r e n c e o r fi n i t e e l e m e n t
t e c h n i q u e s c a n b e u s e d f o r s p a t i a l d i s c r e t i z a t i o n
2 . T h e r e s u l t i n g s y s t e m o f s e m i - d i s c r e t e (d i s c r e t e i n s p a c e a n d c o n t i n u o u s
i n t i m e ) o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s (O D E s ) o r D i f f e r e n t i a l A l g e b r a i c
E q u a t i o n s (D A E s ) i s i n t e g r a t e d i n t i m e .
T h e a d v a n t a g e o f u s i n g t h e M O L a p p r o a c h i s t h a t t e m p o r a l a c c u r a c y c a n b e
s p e c i fi e d b y t h e u s e r ; t h e r e f o r e t h e e r r o r c h e c k i n g , o r d e r s e l e c t i o n a n d t i m e - s t e p
a d a p t i v i t y f e a t u r e s a v a i l a b l e i n s o p h i s t i c a t e d O D E / D A E c o d e s c a n b e a p p l i e d t o
t h e t i m e i n t e g r a t i o n o f t h e P D E
T h e M O L h a s s i m i l a r i t i e s w i t h a n a p p r o a c h k n o w n a s O r t h o g o n a l C o l l o c a t i o n .
T h e l a t t e r a p p r o a c h h a s b e e n u s e d e x t e n s i v e l y i n e n v i r o n m e n t a l e n g i n e e r i n g t o
m o d e l t h e u n s t e a d y - s t a t e i n a d s o r b a t e c o n c e n t r a t i o n t h a t e x i s t s i n t h e e f fl u e n t
o f a fi x e d b e d o f g r a n u l a r a c t i v a t e d c a r b o n a f t e r i n t r o d u c t i o n o f t h e a d s o r b a t e
i n t h e fe e d s o l u t i o n I n t h i s p r o b l e m , a n a d s o r p t i o n f r o n t f o r m s a n d m o v e s
t h r o u g h t h e fi x e d - b e d w i t h t i m e . I t s s h a r p n e s s w i l l d e p e n d u p o n m a s s t r a n s f e r
p r o p e r t i e s w i t h i n t h e fi x e d b e d . I n t h i s a p p r o a c h o r t h o g o n a l p o l y n o m i a l s a r e
u s e d t o a p p r o x i m a t e t h e s o l u t io n t o t h e s p a t i a l d e r i v a t i v e s i n t h e P D E s
2 . 3 . 2 S p a t i a l a d a p t a t i o n
Sp a t i a l l y a d a p t i v e m e t h o d s a r e m e t h o d s w h i c h c a n s p o t r e g i o n s o f h i g h s p a ¬
t i a l a c t i v i t y , r e fi n e t h e s p a t i a l g r i d i n s u c h r e g i o n s a n d m a i n t a i n a s p a r s e g r i d
i n r e g i o n s o f l o w s p a t i a l a c t i v i t y T h i s e n s u r e s c o m p u t a t i o n a l l y m o r e e f fi c i e n t
s i m u l a t i o n s by a c h i e v i n g h i g h l e v e l o f a c c u r a c y w i t h r e l a t i v e l y l o w a m o u n t o f
w o r k
, [7] . T h e r e a r e t w o m a i n d i ffi c u l t i e s i n d o i n g t h i s , [6 ] . T h e fi r s t p r o b l e m i s
d u e t o t h e p r e s e n c e o f d i s c o n t i n u i t i e s i n t h e s o l u t i o n a n d t h e i r e f f e c t o n t h e g r i d .
T h e s e c o n d p r o b l e m i s h o w t o o r g a n i z e t h e a l g o r i t h m t o m i n i m i z e m e m o r y a n d
C P U o v e r h e a d U s i n g t e c h n i q u e s k n o w n a s fe e d b a c k p r o c e s s e s , r e g i o n s r e q u i r i n g
r e fi n e m e n t (R R R ) a r e l o c a t e d w h i l e t h e s o l u t i o n i s i n p r o g r e s s u s i n g i n fo r m a t i o n
a b o u t t h e d e p e n d e n t v a r i a b l e o b t a i n e d a t p r e v i o u s t i m e l e v e l s [4 ] . T h e s o l u t i o n
p r o fi l e a t p r e v i o u s t i m e l e v e l s i s c o m m o n l y u s e d t o e s t i m a t e t h e d e g r e e o f e r r o r
i n a g i v e n s o l u t i o n a n d s p a t i a l d is t r i b u t i o n o f t h e e r r o r . T h e r e g i o n s r e q u i r i n g
r e fi n e m e n t a r e t y p i c a l l y t h o s e c o n t a i n i n g t h e h ig h e s t d e g r e e o f s o l u t i o n e r r o r
So m e t i m e s
,
i t i s p o s s i b l e t o l o c a t e t h e R R R w i t h o u t a c t u a l ly c a l c u l a t i n g t h e s o ¬
l u t i o n e r r o r s b y u s i n g s o m e e r r o r i n d i c a t o r s . A n e r r o r i n d i c a t o r , s u c h a s p r e s e n c e
o f a s h o c k w a v e o r a s t e e p f r o n t , w i l l p r o v i d e e n o u g h i n fo r m a t i o n t o a s c e r t a i n
w h e r e t o f i n d a n R R R . A s u b s t a n t i a l n u m b e r o f p a p e r s o n e r r o r i n d i c a t o r s c a n
b e fo u n d i n t h e a p p l i e d m a t h e m a t i c s l i t e r a t u r e [1 0 , 5 ]
A f t e r i d e n t i f y i n g t h e r e g i o n s r e q u i r i n g r e f i n e m e n t , w e n e e d t o d e v i s e s o m e
s t r a t e g y t o i m p r o v e t h e a c c u r a c y i n t h e R R R T h r e e m a i n r e f i n e m e n t s t r a t e g i e s
c a n b e fo u n d i n t h e l i t e r a t u r e , (1 ) / i - r e f i n e m e n t (e l e m e n t s u b d i v i s i o n ) , (2 ) r -
r e fi n e m e n t (n o d a l r e d i s t r i b u t i o n ) a n d (3 ) p - r e f i n e m e n t (l o c a l v a r i a t i o n o f t h e
o r d e r o f p o l y n o m i a l a p p r o x i m a t i o n )
/ i - r e fi n e m e n t s t r a t e g y i m p r o v e s t h e s o l u t i o n a c c u r a c y i n t h e R R R b y s u b d i¬
v i d i n g it i n t o a f i n e r g r i d [7 , 4 1 , 5 0 ]
r - r e f i n e m e n t m e t h o d s d e c r e a s e t h e s p a t i a l s t e p - s i z e b y i n t h e R R R b y r e d i s ¬
t r i b u t i n g a f i x e d n u m b e r o f c e l l s i n s u c h a m a n n e r t h a t t h e g r i d is f i n e i n t h e
R R R a n d r e l a t i v e ly c o a r s e o u t s i d e R R R [10 ] .
p
- r e f i n e m e n t m e t ho d s i n c r e a s e t h e s o l u t i o n a c c u r a c y b y i n c r e a s i n g t h e o r d e r
o f t h e i n t e r p o l a t i o n f u n c t i o n s [4 7 ] .
C o m b i n a t i o n s o f t h e t h r e e r e fi n e m e n t p r o c e d u r e s a r e a l s o p o s s i b l e . I n p a r t ic ¬
u l a r r / i - r e fi n e m e n t [39 ] a n d / i p - r e fi n e m e n t [3 8 ] m e t h o d s h a v e g a i n e d i n c r e a s i n g
p o p u l a r i t y .
2 , 3 . 3 S p a t i a l a d a p t i v e s o l u t i o n a p p r o a c h t o R E
A f e w a t t e m p t s h a v e b e e n m a d e t o s o l v e t h e R E u s i n g s p a t i a l l y a d a p t i v e
m e t h o d s w i t h b o t h fi n i t e d i ff e r e n c e m e t h o d s [4 4 ] a n d fi n i t e e l e m e n t a p p r o a c h e s
[1 , 1 8 ] . T h e m e t h o d p r e s e n t e d b y R o s s [4 4 ] i s a n / i - m e t h o d , w h i c h h e c a l l s
A d v a n c i n g F r o n t o r t h e A F M e t h o d . T h i s m e t h o d m a y b e a p p h e d t o s o m e v e r y
s p e c i a l c a s e s o n ly . A v e r y s h a r p f r o n t p r o b l e m i s o n e o f t h e s p e c i a l c a s e s . T h e A F
m e t h o d fo l l o w s a s i m p l e a l g o r i t h m G i v e n o n e o r m o r e g r i d p o i n t s x o , x i , . . . , a ; „
a t a n y t i m e , a n e w p o i n t x ^ + i i s a d d e d a t t h e n e x t t i m e s t e p . W h e n t h e l o w e r
b o u n d a r y i s r e a c h e d t h e m e t h o d b e c o m e s a f i x e d g r i d s o l u t i o n T h i s p o i n t t h e n
r e m a i n s fi x e d fo r s u c c e e d i n g s t e p s P o s it i o n 2 ; „ + i i s d e t e r m i n e d a l o n g w i t h t h e
v a l u e s o f i /j b y s o l v i n g t h e v o l u m e b a l a n c e e q u a t i o n s . [4 4 ] f o u n d h i s m e t h o d t o
b e 2 t o 6 t i m e s m o r e e ffi c i e n t t h a n t h e fi x e d g r i d m e t h o d
A b r i o l a a n d L a n g [1 ] p r e s e n t a s e l f - a d a p t i v e h i e r a r c h i c fi n i t e e l e m e n t ( SH F E M )
s o l u t io n o f t h e o n e - d i m e n s i o n a l R E T h i s i s a p - m e t h o d i n w h i c h t h e l o c a l a c c u ¬
r a c y o f t h e s o l u t i o n i s i m p r o v e d b y i n c r e a s i n g t h e o r d e r o f t h e b a s i s f u n c t i o n a t
t h e f r o n t . T h i s m e t h o d r e q u i r e s R E t o b e s o l v e d t w i c e a t e a c h t i m e s t e p F i r s t ,
t h e s o l u t i o n i s o b t a i n e d b y s o l v i n g R E u s i n g l i n e a r h i e r a r c h i c b a s i s f u n c t i o n s a n d
a fi x e d g r i d B a s e d o n t h i s s o l u t i o n , t h e f r o n t i s l o c a t e d u s i n g t h e c h a n g e i n
e f f e c t i v e s a t u r a t i o n a c r o s s t h e d o m a i n Qu a d r a t i c b a s i s f u n c t i o n s a r e t h e n a d d e d
t o t h e e q u a t i o n s i n t h e f r o n t r e g i o n T h e e q u a t i o n i s s o l v e d a g a i n u s i n g t h e
q u a d r a t i c b a s i s f u n c t i o n s , r e s u l t i n g i n i m p r o v e d s o l u t i o n q u a l i t y i n t h e a d a p t e d
r e g i o n A b r i o l a a n d L a n g [1 ] c l a i m t h e i r m e t h o d t o b e m o r e a c c u r a t e a n d m o r e
e f fi c i e n t t h a n t h e n o n - a d a p t i v e a p p r o a c h , w i t h r e d u c t i o n i n C P U t i m e u s a g e by
a s m u c h a s 3 0 %
G o t t a r d i a n d V e n u t e ll i [1 8 ] d e v e l o p e d a n r t y p e a d a p t i o n t e c h n i q u e b a s e d o n
t h e m o v i n g fi n it e e l e m e n t (M F E ) m e t h o d [2 3 , 2 ] fo r a o n e - d i m e n s i o n a l s o l u t i o n
o f R E . T h e M F E m e t h o d i s a d y n a m i c a l l y a d a p t i v e g r i d fi n i t e e l e m e n t m e t h o d
i n w h i c h g r i d p o i n t l o c a t i o n s a r e m a d e a d d i t i o n a l d e p e n d e n t v a r i a b l e s i n a l e a s t
s q u a r e s f o r m u l a t i o n . T h e s o l u t i o n i s e x p a n d e d i n p i e c e w i s e l i n e a r f u n c t i o n s , i n
t e r m s o f i t s v a l u e a t t h e g r id p o i n t s a n d t h o s e o f t h e g r i d p o i n t l o c a t i o n s o n e a c h
e l e m e n t
,
a n d t h e s q u a r e r e s i d u a l s o o b t a i n e d i s r e q u i r e d t o b e m i n i m u m
So m e L a n g r a n g i a n a p p r o a c h e s t o s o l v e R E c a n a l s o b e fo u n d i n t h e l i t e r a t u r e .
E w e n [15 ] h a s p r o p o s e d a p r a c t i c a l m o v i n g p a c k e t m e t h o d t o s o l v e R E f o r a
v e r t i c a l fl o w p r o b l e m w i t h v a r i a b l y s a t u r a t e d l a y e r e d p o r o u s m e d i a .
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2 . 3 . 4 A d a p t i v e M e t h o d o f L i n e s
M o s t o f t h e O D E s o l v e r s a u t o m a t i c a l l y a d j u s t t h e t i m e s t e p - s i z e i n o r d e r t o
m e e t s t a b i l i t y a n d a c c u r a c y r e q u i r e m e n t s , s t i l l t h e c o n v e n t i o n a l M O L p r o c e e d s i n
a s e m i - a u t o m a t i c w a y s i n c e t h e s p a t i a l n o d e s r e m a i n fi x e d f o r t h e e n t i r e c o u r s e
o f t h e c o m p u t a t i o n F o r p r o b l e m s i n v o l v i n g l a r g e s p a t i a l t r a n s i t i o n s , s u c h a s
s t e e p m o v i n g f r o n t s o r s h o c k s , t h i s c o n v e n t i o n a l m e t h o d c a n b e i n e f fi c i e n t s i n c e
a l a r g e n u m b e r o f u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d n o d e s i s r e q u i r e d t o a d e q u a t e l y c a p t u r e
t h e r e g i o n s o f r a p i d l y s o l u t i o n v a r i a t i o n s I n t h e r e g i o n s o f l o w s p a t i a l a c t i v i t y ,
t h e n u m b e r o f n o d e s r e q u i r e d i s m u c h l e s s T h e r e f o r e i n o r d e r t o b e a b l e t o
t r a c k a n d r e s o l v e i m p o r t a n t s m a l l - s c a l e f e a t u r e s w i t h f e w e s t n u m b e r o f n o d e s , i t
is n e c e s s a r y t o u s e a p r o c e d u r e t h a t h a s t h e a b i l i t y t o a d d a n d / o r d r o p n o d e s
a s a n d w h e n r e q u i r e d A d a p t i v e m e t h o d o f li n e s r e f e r s t o t h e c o n c e p t o f b o t h
t e m p o r a l a n d s p a t i a l a d a p t i v i t y i n s o l v i n g t i m e - d e p e n d e n t P D E s .
R e c e n t l y , a l o t o f w o r k h a s b e e n d o n e o n s p a t i a l l y a n d t e m p o r a l l y a d a p t i v e
M O L . A d a p t i v e M O L h a s b e e n a p p l i e d t o a v a r i e t y o f p r o b l e m s f r o m d i f f e r e n t
fi e l d s o f e n g i n e e r i n g B u t , a p p l i c a t i o n o f s p a t i a l l y a d a p t i v e M O L t o g e t a n u m e r ¬
i c a l s o l u t i o n o f R E h a s n o t c o m e t o t h e a u t h o r ' s n o t i c e . S a u c e z e t a l . [4 5 ] h a v e
a p p l i e d a d a p t i v e M O L t o s o l v e t h e K o r t e w e g - d e V r i e s e q u a t i o n w h i c h d e s c r ib e s
t h e b e h a v i o r o f s m a l l a m p l i t u d e s h a l l o w - w a t e r w a v e s i n o n e d i m e n s i o n .
1 1
C h a p t e r 3
A p p r o a c h
3 . 1 P r o b l e m F o r m u l a t i o n
R E m a y b e fo r m u l a t e d i n s e v e r a l w a y s , [2 4 , 3 6 , 1 2 ] . T h e c o m p r e s s i b l e
p r e s s u r e
- h e a d b a s e d fo r m o f R i c h a r d s ' e q u a t i o n i n t h e v e r t i c a l d i r e c t i o n i s u s e d
fo r t he p r e s e n t w o r k . T h e s t a r t i n g p o i n t i n t h e d e r i v a t i o n o f R i c h a r d s
'
e q u a t io n
i s t h e m a s s c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n fo r t h e a q u e o u s p h a s e i n a n a i r - w a t e r s y s t e m
w h e r e t h e s o h d p h a s e i s a s s u m e d t o b e i m m o b i l e , a n d i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r
i s n e g l e c t e d E q . (3 1 ) i s a n e x p r e s s i o n fo r t h e c o n s e r v a t i o n m a s s o f t h e a q u e o u s
p h a s e
d t d z
(3 . 1 )
a n d
w i t h
g , =










' ^ (p - P ° ^ (3 4 )
p ^
f - ( 3 . 5 )
P o
( 3 . 8 )
w h e r e p i s t h e d e n s i t y o f t h e a q u e o u s p h a s e , 9 i s t h e v o l u m e f r a c t i o n o f t h e
a q u e o u s p h a s e , p i s t h e p r e s s u r e o f t h e a q u e o u s p h a s e , p o i s t h e d e n s i t y a t p o i
/ 3 i s t h e c o m p r e s s i b i U t y o f t h e a q u e o u s p h a s e ,
-
0 i s t h e p r e s s u r e h e a d , K z i s t h e
h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y , k r i s t h e r e l a t i v e p e r m e a b i l i t y a n d K g i s s a t u r a t e d c o n ¬
d u c t i v i t y , g i s t h e a c c e l e r a t i o n d u e t o g r a v i t y , z i s t h e v e r t i c a l s p a t i a l d i m e n s i o n ,
Qz i s t h e D a x c y
'
s f l o w a n d t i s t i m e T h e v a l u e o f d i s 1 0 fo r a l l t h e t e s t p r o b l e m s
O n i n c l u d i n g t h e D a r c y
'
s fl o w i n t h e m a s s b a l a n c e e q u a t i o n w e c o m e u p w i t h
t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n .
T h e p r e s s u r e h e a d f o r m o f R E i s d e r i v e d f r o m t h e a b o v e e q u a t i o n T o o b t a i n
t h e p r e s s u r e h e a d fo r m o f R E w e a p p l y t h e c h a i n r u l e t o t h e a c c u m u l a t i o n t e r m .
S o e q (3 . 9 ) b e c o m e s
A {^ )^ = ^^ [pW K . W i^ + p dW )] (3 . 1 0 )
w h e r e
T h e i n i t i a l a n d b o u n d a r y c o n d i t i o n s a r e
i ^ {z , t = 0 ) = M ^ ) (3 12 )
tp {z = 0 , t > 0) = ^ i (3 13 )
i ; {z = Z , t > 0 ) = i j 2 (3 . 1 4 )
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w h e r e Z = l e n g t h o f t h e d o m a i n ,
•0 1 a n d i p2 a r e p r e s s u r e h e a d s a t t h e t w o
e x t r e m e s i jj o c a n b e a fu n c t i o n o f s p a c e
F o r a g i v e n fo r m u l a t i o n o f R E , a n a d d i t i o n a l s e t o f c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s
d e s c r i b i n g t h e i n t e r d e p e n d e n c e a m o n g f l u i d p r e s s u r e s , s a t u r a t i o n s a n d r e l a t i v e
p e r m e a b i l i t y a r e r e q u i r e d O v e r t h e y e a r s , a l a r g e n u m b e r o f r e l a t i o n s h i p s h a v e
b e e n p o s i t e d [9 , 2 0 , 5 2 , 5 1 , 3 7 ] . T h e s e t o f c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s g i v e n b y v a n
G e n u c h t e n [5 1 ] a n d M u a l e m [37 ] h a s b e e n w i d e l y u s e d .
^
e W ^ ^^ ^ a + K ^ r r ™ ^ f o r v < o (3 . 1 5 )
'
s
S e i ip) = 1 f o r ^ > 0
w h e r e m „ = 1 — l / n ^ , S e i s t h e e ff e c t iv e s a t u r a t i o n , 6 j . i s t h e r e s i d u a l v o l u m e t ¬




i s t h e s a t u r a t e d v o l u m e t r i c w a t e r c o n t e n t
,
a ^ i s a p a r a m e t e r
r e l a t e d t o t h e m e a n p o r e - s i z e , a n d n „ i s a p a r a m e t e r r e l a t e d t o t h e u n i f o r m i t y o f
t h e p o r e - s i z e d i s t r i b u t i o n
I t c a n b e s e e n t h a t ^
e
i s c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a t ip = 0 i f r i y < 1 . I f
1 < U y < 2 , Se i s n o t c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a t -0 = 0 T h e s p e c i f i c m o i s t u r e
c a p a c i t y c (' ! /' ) , d e fi n e d a s d O/ di lj , c a n b e t h u s c a l c u l a t e d u s i n g E q (3 16 ) f o r
V' < 0 .
T h e r e l a t io n b e t w e e n s a t u r a t i o n a n d p e r m e a b i l i t y i s g i v e n b y [37 ]
k
r {lp) = 5y ' [l - ( 1 - 5 y m . )m . |2 (3 ^ 7 )
w h e r e k
r
i s t h e r e l a t i v e h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y k r i s a n e x p o n e n t i a l l y d e c r e a s ¬
i n g f u n c t i o n a n d i t t a k e s u p v a l u e s f r o m 0 t o 1 I t e q u a l s a lm o s t 1 fo r s a t u r a t e d
s o i l s {S e = 1 ) a n d i s n e a r l y 0 f o r s m a l l v a l u e s o f S e T h i s c h a r a c t e r i s t i c r e l a ¬
t i o n s h i p b e t w e e n s a t u r a t i o n a n d p e r m e a b i l t y gi v e s r i s e t o s h a r p fr o n t s o f w a t e r
1 4
m o v i n g i n t h e u n s a t u r a t e d z o n e . T h e r e fo r e , i f t h e r e i s s a t u r a t e d c o n d i t i o n s a t
t h e b o u n d a r y a n d t h e s o i l i s d r y i n i t i a l ly , a q u i c k i n fi l t r a t i o n a n d a s h a r p f r o n t
i s f o r m e d
3 . 2 S p a t i a l A p p r o x i r a a t i o n
W e u s e a r e l a t i v e l y s t r a i g h t f o r w a r d m o d i fi c a t i o n o f t h e s t a n d a r d fi n i t e d i ff e r ¬
e n c e a p p r o a c h c o m m o n l y a p p l i e d t o R E [12 ] . We c o n s i d e r a n o n - u n i f o r m s p a t i a l
d i s c r e t i z a t i o n c o m p r i s e d o f n „ c e l l s o f v a r i a b le l e n g t h o r c e l l w i d t h A -z ^ . E a c h
c e l l h a s a n o d e Z i l o c a t e d a t i t s c e n t e r , e x c e p t f o r t h e o n e s a t t h e b o u n d a r y ,
w h i c h h a v e n o d e s a t t h e e x t r e m e c e l l f a c e s . We w i l l s t a t e a d e fi n i t i o n f o r t h e
c e l l w i d t h a n d t h e i n t e r n o d a l d i s t a n c e
,
w h i c h w e w i l l f o l l o w t h r o u g h o u t t h i s
w o r k . T h e c e l l w i d t h ^ {z i ) i s d e fi n e d a s t h e i n t e r v a l [^ , - 1/ 2 , ^ i + 1 / 2 ] , w h e r e ^ 2 + 1/ 2
a n d Z i - i / <i i a r e t h e c e l l f a c e s . T h e i n t e r n o d a l
- d i s t a n c e o r A 2 J+ 1 / 2 i s t h e d i s
¬
t a n c e b e t w e e n n o d e s Z i J ^ i a n d Z i a n d i s d e fi n e d a s (A ^ j + i / a = -Z j + i — Z i ) o r
( A 2 ;j + i / 2 = 0 5 [A (2 i ) + A (2 j + i )]) . T h e p o s i t io n o f e a c h n o d e , e x c e p t t h e fi r s t
o n e
,
i s c a l c u l a t e d a s Z i — Z i + X p^ j A (2 j ) + 0 . 5A (z j ). T h e t o t a J l e n g t h o f t h e
d o m a i n is g i v e n b y z i — Z !j = i ^ {^ j ) - T h e s p a t i a l o p e r a t o r
O s di W = ^ [p (^ )i ^ ^ (^ ) (^ + KM (3 . 18 )
i s a p p r o x i m a t e d a t z = Z j f o r 1 < i < n „ b y
O
s d i i ' ip) = ^ Z i
^ {p i + l / 2 q i + l / 2 - p i - i / 2 q i ~ - i / 2 ) (3 . 1 9 )
A V' i + 1/ 2 , . X
q i + l / 2
= - J^ i + l / 2 [
-
7 H p i + 1 / 2 )
^ 2 i + i / 2
w h e r e n „ i s t h e n u mb e r o f u n k n o w n s i n t h e s o l u t i o n , q is t h e D a r c y
'
s v e l o c i t y





i + l / 2
^
^ T
- (3 . 2 0 )
K z
,
i + \ / 2 9 - 11 ^ K z ^ i - i / 2 a r e t h e v a l u e s o f h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y c a l c u l a t e d , a t
t h e r e s p e c t i v e c e l l f a c e s , a s a w e i g h t e d m e a n o f t h e i r v a l u e s a t t h e r e s p e c t i v e
n o d e s .
T h e D A E s y s t e m t h a t w e s o l v e i s a s y s t e m o f n „ d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s f o r t h e
n „ u n k n o w n fu n c t i o n s o f t a n d i > i {t ), s u b j e c t t o f i r s t k i n d b o u n d a r y c o n d i t i o n s
■0 1 a n d ' (/' „ „ T h e z t h e q u a t i o n i s
^ (V'0^ = a * w (3 . 2 1 )
w h e r e A {i jj i ) i s o b t a i n e d f r o m e q (3 1 1)
3 . 3 T i m e I n t e g r a t i o n
3 . 3 . 1 I n t r o d u c t i o n
A s m e n t i o n e d e a r l i e r
,
t h e p r e s e n t w o r k i s e s s e n t i a l l y a n e x t e n s i o n o f [30 ] , w i t h
s p a t i a l a d a p t a t i o n a d d e d t o e n h a n c e t h e n u m e r i c a l a c c u r a c y a n d e f fi c i e n c y o f t h e
m e t h o d S i g n i fi c a n t d e t a i l s o f t h e t i m e i n t e g r a t i o n a n d t e m p o r a l a d a p t a t i o n
a r e a v a i l a b l e i n t h e l i t e r a t u r e [8 , 3 0 , 2 9 ] We p r o v i d e a s u m m a r y o f t h e t i m e
d i s c r e t i z a t i o n t o m a k e c l e a r w h a t i s r e q u i r e d t o i n c o r p o r a t e t h e a d a p t i v e s p a t i a l
d i s c r e t i z a t i o n i n t o t h e D A E / M O L a p p r o a c h T h e m o s t c o m m o n a p p r o a c h , t h e
B D F a p p r o a c h , h a s b e e n u s e d f o r s o l v i n g D A E s . T h e c o m p l e t e d e t a i l s o f t h i s
a p p r o a c h a r e c o v e r e d i n [8 ]
D A E s o f g e n e r a l n o n - l i n e a r , f u l l y i m p l i c i t v e c t o r f o r m
F {t , y , y
'
) = Q (3 22 )
h a v e b e e n u s e d
,




a n d F : 3R2 " + i - > gfj " . T h e f u n c t i o n
F i s c a l l e d t h e r e s i d u a l f u n c t i o n . E q u a t i o n s i n t h e s y s t e m d e s c r i b e d b y [8] a r e
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s o m e c o m b i n a t i o n o f O D E s a n d a l g e b r a i c e q u a t i o n s A n i n i t i a l v a l u e p r o b l e m
(I V P ) c o n s i s t s o f a D A E a n d a s e t o f i n i t i a l v a l u e s i o , 2/ 0 , 2/ 0 - F o r a g i v e n I V P ,
t h e m e t h o d s p r e s e n t e d i n t h i s w o r k g e n e r a t e a n u m e r i c a l a p p r o x i m a t i o n t o t h e
s o l u t i o n a t a fi n i t e n u m b e r o f t i m e s o n a n i n t e r v a l [t o , T ]
3 . 3 . 2 T i m e i n t e g r a t i o n a l g o r i t h m
T h e fo l l o w i n g a r e t h e s t e p s i n v o lv e d i n s o l v i n g D A E s b a s e d o n a B D F a p ¬
p r o a c h .
1 . T h e s o l u t i o n o f t h e D A E i s p r e d i c t e d b y e x t r a p o l a t i n g f r o m p r e v i o u s l y
c o m p u t e d p o i n t s i n t h e s o l u t i o n h i s t o r y w i t h a L a g r a n g e p o l y n o m i a l o f a
s u i t a b l e o r d e r
2 . A c o r r e c t o r e q u a t i o n i s f o r m e d f o r t h e u n k n o w n s o l u t i o n v e c t o r y „ + i u s i n g
a L a g r a n g e p o l y n o m i a l o f s u i t a b l e o r d e r t h a t t e r m i n a t e s a t t h e u n k n o w n
s o l u t i o n p o i n t .
3 T h e n o n l i n e a r c o r r e c t o r e q u a t i o n i s s o l v e d t o a n a p p r o p r i a t e e r r o r t o l e r a n c e
i f p o s s i b l e , o r e l s e t h e s t e p - s i z e a n d / o r o r d e r i s r e d u c e d a n d s o l v e d a g a i n .
4 T h e s o l u t i o n h i s t o r y i s u p d a t e d
5 . A l l o w a b l e s t e p - s i z e a n d o r d e r o f t h e s o l u t i o n i s a p p r o x i m a t e d fo r t h e n e x t
s t e p
6 . I f t h e s o l u t i o n i n f o r m a t i o n i s d e s i r e d
,
i t i s o u t p u t a f t e r a n y r e q u i r e d i n t e r
¬
p o l a t i o n .
G e n e r a l l y , i n B D F m e t h o d s t h e d e r i v a t i v e o f a L a g r a n g e p o l y n o m i a l i s s u b ¬
s t i t u t e d fo r t h e d e r i v a t i v e a p p e a r i n g i n t h e D A E t o p r o d u c e a n o n l i n e a r s y s t e m .
T h e s o l u t i o n o f t h e n o n l i n e a r a l g e b r a i c s y s t e m a p p r o x i m a t e s t h e s o l u t i o n o f t h e
D A E . T h e L a g r a n g e p o l y n o m i a l p a s s e s t h r o u g h t h e u n k n o w n s o l u t i o n a t t h e c u r ¬
r e n t t i m e a n d i n t e r p o l a t e s a fi n i t e n u m b e r o f p r e v i o u s l y a p p r o x i m a t e d s o l u t i o n
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p o i n t s (t h e s o l u t i o n h i s t o r y ) . T o d e v e l o p t h e s e i d e a s f u r t h e r , w e c o n s i d e r b r i e fl y
t h e fi x e d l e a d i n g c o e fi c i e n t B D F F L C B D F p r e d i c t o r / c o r r e c t o r f o r m u l a t i o n i m ¬
p l e m e n t e d i n t h i s w o r k . G i v e n k + 1 p r e v i o u s s o l u t i o n s f o r y , a L a g r a n g e p r e d i c t o r
p o l y n o m i a l i s c o n s t r u c t e d t h r o u g h t h e s o l u t i o n s u c h t h a t
^ k , n + l i i n - i ) = V n - i , i = 0 , l , . , k (3 . 2 3 )
w h e r e a ; i s a L a g r a n g e p o l y n o m i a l e x p r e s s i o n , p i n d i c a t e s t h a t i t i s a p r e d i c t o r
e x p r e s s i o n , k d e n o t e s t h e o r d e r , w h i c h r a n g e s b e t w e e n a v a l u e o f 1 a n d 5 a n d n + l
i s a t i m e s t e p i n d e x t h a t r e f e r s t o t h e t i m e fo r w h i c h t h e s o l u t i o n i s s o u g h t . T h i s
p o l y n o m i a l g i v e s a n e x p l i c i t a p p r o x i m a t i o n f o r t h e s o l u t i o n a n d i t
'
s d e r i v a t i v e a t
i „ + i , g i v e n b y
y ^ i = ^ ^+ i (W i ) (3 . 2 4 )
y
'
U i = u j
'
l ^ i i t n + i ) (3 . 2 5 )
A L a g r a n g e c o r r e c t o r p o l y n o m i a l o f A;t h o r d e r i s t h e n c o n s t r u c t e d a n d i t s
v a l u e i s i m p l i c i t l y d e f i n e d a t i „ + i b y r e q u ir i n g t h a t i t s a t i s f i e s t h e D A E a t t n + i
H e n c e
,
t h e c o r r e c t o r p o ly n o m i a l s a t i s fi e s t h e c o n d i t i o n s :
^ fc ,n + l (^n - i - ^ /i n + l ) = ^ k , n + l i t n - i - i K + l ) ^ = 1 , - , k (3 2 6 )
i ^ (W l , < „ + l (W l ), ' ^ %n - M (W l ) ) = 0 (3 2 7)
w h e r e a ; ^ „ ^ j (i „ + i ) = y
'
n + i
i s t h e F L C B D F f o r t h e d e r i v a t i v e a t t n + i a n d h n + i i s
t h e t e m p o r a l s t e p - s i z e t a k e n t o s o l v e fo r y n + i -
I t h a s b e e n s h o w n i n [2 6] t h a t
^ ^+ i (W i ) = 2/ ' +^ i + « fe i - 2/^+ i ) (3 . 2 8 )
w h e r e
a = - ^ = - i - E l / ^ (3 - 2 9 )
' ' n + l ' ' n + l j = i
T h e k e y fe a t u r e o f t h i s a p p r o a c h i s t h a t a r e m a i n s fi x e d u n l e s s t h e o r d e r o r
s t e p - s i z e c h a n g e s .
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3 . 3 . 3 S o l u t i o n o f a l g e b r a i c s y s t e m s
T h e s o l u t i o n a t a r e q u i r e d t i m e i „ + i i s o b t a i n e d b y s o l v i n g a s y s t e m o f a l ¬
g e b r a i c e q u a t i o n s f o r Vn + i T h e s y s t e m o f e q u a t i o n s i n t e r m s o f t h e p r e d i c t o r
-
c o r r e c t o r s c h e m e is
i ^ [i n + i , y ^+ i , 2/ ;V + « (y n + i - y ^+ i )] = o (s s o )
T h e a b o v e e q u a t i o n i n s i m p l i f i e d n o t a t i o n i s
F (i , y , a y + /3" ) = 0 (3 3 1)




~ ^ V n + i )
F o r R E
,
t h e s y s t e m o f D A E s i s n o n l i n e a r i n y a n d y
'
,
t h e r e f o r e e q n (3 . 3 1 ) i s
a n o n l i n e a r s y s t e m o f a l g e b r a i c e q u a t i o n s . A m o d i fi e d N e w t o n i t e r a t i o n m e t h o d
o r c h o r d m e t h o d
, , [3 2 ] i s u s e d t o s o l v e t h e s y s t e m o f n o n l i n e a r e q u a t i o n s . I n
t h e c h o r d m e t h o d t h e J a c o b i a n i s n o t u p d a t e d a f t e r e a c h i t e r a t i o n , b u t i s r e u s e d
fo r m u l t i p l e i t e r a t i o n s a n d o v e r m u l t i p l e t i m e s t e p s T h e J a c o b i a n i s u p d a t e d
w h e n t h e s o l u t i o n o r d e r o r t h e t i m e s t e p h a v e c h a n g e d s o m u c h t h a t t h e m o d i f i e d
N e w t o n i t e r a t i o n c o n v e r g e s s l o w l y o r f a i l s t o c o n v e r g e . T h i s a p p r o a c h e d i s b a s e d
o n t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e s o l u t i o n f r o m t h e p r e v i o u s t i m e s t e p i s o f t e n a g o o d
p r e d i c t o r o f t h e s o l u t i o n f o r t h e fo l l o w i n g t i m e s t e p (t h i s h a p p e n s w h e n t h e t i m e
v a r i a t i o n i s s m o o t h ) . U n d e r t h e s e t y p e o f c o n d i t i o n s , t h r e e o r f e w e r n o n l i n e a r
i t e r a t i o n s a r e t y p i c a l l y r e q u i r e d .
3 . 4 S p a t i a l A d a p t i v e A p p r o a c h
3 . 4 . 1 / i - a d a p t a t i o n
I n /i - a d a p t a t i o n , t h e g r i d i s r e fi n e d b y a d d i n g n e w c e l l s t o t h e r e g i o n s w h e r e
s h a r p f r o n t s a r e d e v e l o p e d T h e m a i n a d v a n t a g e o f / z - a d a p t a t i o n is t h e a b i l i t y
t o k e e p t h e e l e m e n t s f r o m b e i n g o v e r ly d i s t o r t e d . T h e p r i n c i p a l d i s a d v a n t a g e
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a s s o c i a t e d w i t h t h i s m e t h o d i s t h a t t h e s i z e o f t h e g r i d c h a n g e s d u e t o a d d i t i o n
o r r e m o v a l o f n o d e s .
3 . 4 . 2 A l g o r i t h m
T h e s o l u t i o n p r o c e s s u s i n g / i - t y p e s p a t i a l a d a p t a t i o n c a n b e d e s c r i b e d i n t h e
f o l l o w i n g s t e p s :
1 . C o n s t r u c t t h e i n i t i a l g r i d a n d s e t t h e i n i t i a l a n d b o u n d a r y c o n d i t i o n s
2 . So l v e t h e s y s t e m fo r ^p, f o r [t , t + A t ] , s t a r t i n g i n i t i a l l y w i t h t — 0 .
3 . C o m p u t e t h e e r r o r i n d i c a t o r i n e a c h c e l l D e t e r m i n e i f a d a p t a t i o n i s n e c ¬
e s s a r y .
4 . P r o c e e d n o r m a l l y i f a d a p t a t i o n i s n o t r e q u i r e d I f a d a p t a t i o n i s r e q u i r e d a t
t + A t , a d a p t t h e g r i d a n d i n t e r p o l a t e t h e ip v a l u e s a n d t h e s o l u t i o n h i s t o r y
fo r t h e n e w g r i d a n d p r o c e e d .
5 . C o n t i n u e t i l l t h e t i m e a t w h i c h s o l u t i o n o u t p u t i s r e q u i r e d is r e a c h e d .
3 . 4 . 3 S e l e c t i o n o f e r r o r i n d i c a t o r
C h a n g e i n s a t u r a t i o n p e r u n i t l e n g t h i s c h o s e n a s t h e e r r o r i n d i c a t o r t o t e l l
w h e r e a d a p t a t i o n i s r e q u i r e d , [1] T h e fo l l o w i n g c o n d i t i o n o n t h e s a t u r a t i o n i s
u s e d a s a n e r r o r i n d i c a t o r :
|5 , (i + l ) - 5 . W] ^ ^ 1 = 1 , 2 , . . . „ „ (3 . 3 2 )
T h e s a t u r a t i o n s e r v e s a s a n o n - l i n e a r n o r m a l i z a t i o n o f t h e p r e s s u r e h e a d , a n d
r a n g e s f r o m a v a l u e o f 0 t o 1 0 T h e r e f o r e cj i s a c r i t e r i o n b a s e d u p o n t h e
m a j ci m u m p e r m i s s i b l e g r a d i e n t o f a n o n - l i n e a r l y n o r m a l i z e d v a r i a b l e .
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3 . 4 . 4 G r i d a d a p t a t i o n p r o c e d u r e
We n o w d e s c r i b e i n d e t a i l t h e
,
a c t u a l i m p l e m e n t a t i o n o f / i - r e fi n e m e n t t o
a c h i e v e s p a t i a l a d a p t a t i o n i n t h e M O L s o l u t i o n o f R E . T h e p h y s i c a l d o m a i n
i s d i v i d e d i n t o N ^a s e n u m b e r o f c o a r s e c e l l s , w h i c h w e t e r m a s t h e b a s e - c e l l s
T h e s e b a s e - c e l l s
,
r e m a i n f i x e d t h r o u g h o u t t h e s i m u l a t i o n . O n c e w e d e t e r m i n e t h e
l o c a t i o n o f t h e f r o n t o n t h e p h y s i c a l d o m a i n , w e f i n d t h e c o r r e s p o n d i n g b a s e - c e l l
i n w h i c h i t l i e s a n d t h a t b a s e - c e l l i s t h e n d i s c r e t i z e d i n t o f i n e r s u b - c e l l s A t a
p a r t i c u l a r t i m e , t h e f r o n t i s l o c a t e d u s i n g t h e e r r o r i n d i c a t o r . I f e r r o r i n a n y
c e l l e x c e e d s a p r e s c r ib e d t o l e r a n c e v a l u e , t h a t p a r t i c u l a r c e l l i s m a r k e d a s a c e l l
r e q u i r i n g r e fi n e m e n t . T h e s i z e o f t h e r e s u lt i n g c e l l s d e p e n d o n t h e v a l u e o f t h e
m a x i m u m e r r o r i n t h a t b a s e - c e l l I t i s p o s s i b l e t h a t a b a s e - c e l l w h i c h w a s fi n e l y
d i s c r e t i z e d i n i t i a l l y c a n b e c o a r s e n e d i n t o a s m a l l e r n u m b e r o f c e l l s d e p e n d i n g
o n t h e m a x i m u m e r r o r v a l u e i n t h a t b a s e c e l l . M u l t i p l e l e v e l s o f d i s c r i t i z a t i o n
a r e a l s o p o s s i b l e , i e w e c a n h a v e d i f f e r e n t l e v e l s o f d i s c r e t i z a t i o n f o r d i f f e r e n t
b a s e - c e l l s d e p e n d i n g o n t h e m a x i m u m v a l u e d f t h e e r r o r i n t h a t b a s e - c e l l .
A d a p t i n g t h e g r i d a t e a c h t i m e s t e p h a s s o m e c o m p u t a t i o n a l c o s t s a s s o c i a t e d
w i t h i t ; s o i t m a y n o t b e a d v i s a b l e t o c a r r y o u t a d a p t a t io n a f t e r e v e r y t i m e
s t e p T h u s , a d a p t a t io n is c a r r i e d o u t a t e a c h ^ t a d a p t - ^ i a d a p t ^^ p r o v i d e d b y t h e
u s e r . T h e c r i t e r i o n a n d g u i d a n c e fo r t h e c h o i c e o f ^ t a d a p t i s d i s c u s s e d l a t e r . I t i s
r e q u i r e d t h a t a fi n e g r i d b e m a i n t a i n e d i n t h e r e g i o n w h e r e t h e f r o n t w i l l m o v e
i n t h e t i m e i n t e r v a l \t , t + ^ t a da p t ] - T o p r e d i c t t h e p o s i t i o n o f t h e f r o n t w e n e e d
t o k n o w h o w f a s t i t i s m o v i n g a n d i n w h i c h d i r e c t i o n W e e s t i m a t e t h e v e l o c i t y
(y ) u s i n g t h e f o l l o w i n g f o r m u l a :
d t d t
'
d z
o r i n d i s c r e t i z e d fo r m t h e v e l o c i t y a t t h e i t h n o d e i s
d t A z i + i / 2
Si n c e t h e v a l u e o f d ip/ d t i s a v a i l a b l e t o u s a t e a c h t i m e s t e p , t h e v e l o c i t y c a n b e
2 1
c a l c u l a t e d c h e a p l y O n c e w e o b t a i n t h e v e l o c i t y , w e c a l c u l a t e t h e d i s t a n c e i t w i l l
t r a v e l i n A t
a d a p j {= ' v A t a d a p t ) T h i s e n t i r e r e g i o n i s t h e n r e fi n e d
F o r p u r p o s e o f c o m p a r i s o n o f t h e n o n - u n i f o r m a d a p t i v e g r i d w i t h a u n i f o r m
g r i d w e d e fi n e a t e r m L e v e l o f A d a p t a t i o n o r L o A , w h i c h i s a m e a s u r e o f t h e fi n e s t
d i s c r e t i z a t i o n m a i n t a i n e d a t t h e f r o n t r e g i o n F o r e x a m p l e , a n i r r e g u l a r g r i d w i t h
L o A = 40 1 t h a t A z m a i n t a i n e d a t t h e f r o n t r e g i o n e q u a l s A z o f a n u n i f o r m g r i d
w i t h 4 0 1 n o d e s T h u s
,
f o r u n i f o r m d is c r e t i z a t i o n t h e L o A i s s a m e a s t h e n u m b e r
o f n o d e s .
3 . 4 . 5 I n t e r p o l a t i o n o f ^ - v a l u e s o n t h e a d a p t e d g r i d
O n c e t h e g r i d i s a d a p t e d , t h e ip v a l u e s o n t h e i n i t i a l g r i d n e e d t o b e i n t e r p o ¬
l a t e d fo r t h e n e w g r i d b e fo r e t h e s i m u l a t i o n c a n r e s u m e Si n c e , i n t h e F L C B D F
a p p r o a c h , a L a g r a n g e p o ly n o m i a l i s u s e d t o i n t e r p o l a t e t h e s o l u t i o n h i s t o r y t o
fi n d a n e x p l i c i t a p p r o x i m a t e v a l u e fo r t h e s o l u t i o n a n d i t s d e r i v a t i v e , w e a l s o
n e e d t o a d a p t t h e s o l u t i o n h i s t o r y f o r t h e n e w g r i d T h e a c t u a l i n t e r p o l a t i o n c a n
b e a c h i e v e d u s i n g a n y n u m b e r o f t h e p o p u l a r m e t h o d s , l i k e l i n e a r i n t e r p o l a t io n ,
L a g r a n g i a n i n t e r p o l a t i o n , H e r m i t e i n t e r p o l a t i o n o r a c u b i c s p l i n e We u s e d a
s i m p l e l i n e a r i n t e r p o l a t i o n i n t h i s w o r k .
M a s s c o n s e r v a t i o n i s a f u n d a m e n t a l p r o p e r t y o f t h e p h y s i c a l s o l u t i o n t h a t
s h o u l d b e m a i n t a i n e d b y t h e n u m e r i c a l s o l u t i o n Sp e c i a l c a r e i s r e q u i r e d t o
m a i n t a i n m a s s b a l a n c e i n t h e a d a p t i o n p r o c e s s . T o m a k e s u r e t h a t m a s s i s c o n ¬
s e r v e d
,
t o t a l m a s s i n e a c h b a s e - c e l l s h o u l d b e e q u a l b e fo r e a n d a f t e r a d a p t a t io n .
T h i s i s e n s u r e d b y u s i n g t h e fo l l o w i n g a p p r o a c h : i f i n a p a r t i c u l a r b a s e
- c e l l i
t h e r e a r e n n u m b e r o f s u b - c e l l s
,
t h e n t h e t o t a l m o i s t u r e c o n t e n t i n t h a t b a s e - c e l l
i s g iv e n b y
n
t o t a l m o i s t u r e c o n t e n t = ^ P i j di j A z i J (3 . 3 5 )
T o m a ke s u r e t h a t m a s s i s c o n s e r v e d i n t h a t p a r t i c u l a r c e l l i n t h e p r o c e s s o f
a d a p t a t i o n , t h e t o t a l m o i s t u r e c o n t e n t b e fo r e a n d a f t e r a d a p t a t i o n i s m a i n t a i n e d
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t o b e t h e s a m e , a s t h e b a s e c e l l s a r e f i x e d t h r o u g h o u t o u r s i m u l a t i o n .
3 . 5 I m p l e m e n t a t i o n D e t a i l s
T h e D A E / M O L c o d e w a s t h e o n e d e v e l o p e d i n [30 ] (w h i c h i s a m i x e d l a n ¬
g u a g e e n v i r o n m e n t ) a n d t h e s p a t i a l a d a p t i o n w a s i m p l e m e n t e d i n C + - I- A l l t h e
n u m e r i c a l s i m u l a t i o n s w e r e d o n e o n d e d i c a t e d m a c h i n e s r u n n i n g R e d H a t L i n u x
7 . 1 w i t h 5 00 M H z p r o c e s s o r s , 5 1 2 k i l o b y t e s o f c a c h e , a n d 76 8 m e g a b y t e s o f R A M .
T h e c o d e s w e r e c o m p i l e d w i t h g + 4 - / g c c / g 7 7 v e r s i o n 2 9 6
2 3
C h a p t e r 4
R e s u l t s a n d D i s c u s s i o n
4 . 1 I n t r o d u c t i o n
B e f o r e s t a t i n g t h e n u m e r i c a l r e s u l t s n e e d e d t o s a t i s f y t h e o b j e c t i v e s o f t h i s
w o r k
,
w e d e s c r ib e t h e t h r e e t e s t p r o b l e m s o n w h i c h t h e s e i n v e s t i g a t i o n s a r e b a s e d
a n d d i s c u s s t h e m e t h o d s fo r e s t i m a t i n g t h e a c c u r a c y a n d e fi c i e n c y o f t h e g i v e n
m e t h o d T h e m a i n a i m o f t h e n u m e r i c a l e x p e r i m e n t s p e r f o r m e d w a s t o (1 ) t o
v a l i d a t e t h e s p a t i a l l y a d a p t i v e M O L m e t h o d fo r R E b y c o m p a r i s o n t o r e s u l t s
f r o m a s t a n d a r d
,
u n i f o r m g r i d s o l u t i o n f o r a s e r i e s o f t e s t p r o b l e m s , (2 ) t o e v a l u a t e
t h e r e l a t i v e e fi c i e n c y o f t h e s p a t i a l l y a d a p t i v e a p p r o a c h , a n d (3 ) t o i n v e s t i g a t e
t h e m e t h o d s o f i m p r o v i n g t h e e fi c i e n c y o f t h e s o l u t i o n s .
4 . 2 T e s t P r o b l e m s
T h e s p a c e - t i m e a d a p t iv e M O L m e t h o d w a s a p p l i e d t o t h r e e s e t s o f t e s t c o n ¬
d i t i o n s : (1 ) Sim p l e v e r t i c a l i n f i l t r a t i o n (SV I ), (2 ) V e r t ic a l i n f i l t r a t i o n w i t h r e ¬
d i s t r ib u t i o n (V I R ) , a n d (3 ) C o n s t a n t R e c h a r g e (C R ). T h e s i m u l a t i o n c o n d i t i o n s
h a v e b e e n t a b u l a t e d i n t a b l e 4 1
,
i n c l u d i n g c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n p r o p e r t i e s , s p a ¬
t i a l a n d t e m p o r a l d o m a i n s a n d a u x i l i a r y c o n d i t i o n s . T h e m a t e r i a l p r o p e r t i e s f o r
a l l t h r e e p r o b l e m s c o r r e s p o n d t o a d u n e s a n d a s r e p o r t e d b y [34 ] . T h e Si m u l a -
t i o n c o n d i t i o n s f o r a l l t h e t e s t p r o b l e m s y i e l d a d i fi c u l t s h a r p - f r o n t p r o b l e m A l l
t h r e e p r o b l e m s h a v e d r a i n e d - t o - e q u i li b r i u m i n i t i a l c o n d i t i o n s .
T a b l e 4 1 : Si m u l a t i o n C o n d i t i o n s






s i m / d a y )
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ipo (r n )
tpi {m )
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SV I p r o b l e m
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V I R p r o b l e m
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C R p r o b l e m
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5 4 7
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5 04
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T h e SV I p r o b l e m i s a c o m m o n t e s t p r o b l e m [4 8 , 3 5 ] I t r e p r e s e n t s a p r o b ¬
l e m w i t h c o n s t a n t h e a d b o u n d a r y c o n d i t i o n s b o t h a t t h e t o p a n d t h e b o t t o m
a n d d r a i n e d - t o - e q u i l i b r i u m i n i t i a l c o n d i t i o n . T h i s s i t u a t i o n c a n a r i s e w h e n t h e r e
i s a w a t e r t a b l e a t t h e b o t t o m b o u n d a r y a n d a s o u r c e o f w a t e r , w i t h a c o n ¬
s t a n t p r e s s u r e h e a d , i s d e v e l o p e d a t t h e t o p b o u n d a r y T h e V I R p r o b l e m a l s o
h a s d r a i n e d - t o - e q u i l i b r i u m i n i t i a l c o n d i t i o n s b u t i n t h i s c a s e t h e p r e s s u r e h e a d
m a i n t a i n e d a t t h e t o p b o u n d a r y i s n o t c o n s t a n t b u t i s a f u n c t i o n o f t i m e . T h i s
m i g h t c o r r e s p o n d t o a n i n i t i a l p r e c i p i t a t i o n c a u s i n g a s o u r c e o f w a t e r a t t h e t o p
b o u n d a r y b u t t h i s s o u r c e g r a d u a l l y d i m i n i s h e s w i t h t i m e c a u s i n g t h e p r e s s u r e
h e a d t o f a l l e x p o n e n t i a l l y w i t h t im e T h i s c a u s e s d e v e l o p m e n t o f a s h a r p f r o n t
w h i c h g r a d u a l l y t a i l s o f f w i t h t i m e . T h e C R p r o b l e m is a s i m p l e t e s t p r o b l e m
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t o a n a l y s e t h e m a s s - c o n s e r v a t i o n p r o p e r t i e s o f o u r m e t h o d T h i s c o r r e s p o n d s t o
a s i m p l e c a s e o f p r e s e n c e o f a w a t e r t a b l e a t t h e b o t t o m b o u n d a r y a n d a s o u r c e
c a u s i n g a c o n s t a n t r e c h a r g e a t t h e t o p b o u n d a r y . T h e a b o v e t h r e e s e t o f t e s t
c o n d i t i o n s r e p r e s e n t a m a j o r i t y o f p h y s ic a l s i t u a t i o n s t h a t m a y a r is e i n t h e r e a l
w o r l d .
4 . 3 E r r o r a n d Wo r k M e a s u r e s
We w i l l n o w b r i e f l y d e fi n e t h e w o r k a n d e r r o r m e a s u r e s u s e d i n t h i s w o r k
t o a n a l y z e t h e n u m e r ic a l s o l u t i o n s o b t a i n e d b y t h e v a r i o u s s i m u l a t i o n s . We w i l l
o u t l i n e t w o m e a s u r e s o f e r r o r a n d o n e m e a s u r e o f w o r k
M a s s b a l a n c e e r r o r i s a t r a d i t i o n a l e r r o r m e a s u r e f o r R E . We c o n s i d e r t h e
d i s c r e t e m a s s b a l a n c e e r r o r a s u s e d b y [3 1 ] T h e m a s s b a l a n c e e r r o r i s c a l c u l a t e d
u s i n g t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n
" ^ ' - fA <i H L ) + qH m t ' ^ ^
w h e r e q
'" ^ {L ) a n d q '" ^ {0 ) a r e t h e o u t w a r d n o r m a l m a s s fl u x e s a t t h e b o u n d a r i e s
We a l s o u s e t h e d i f e r e n c e o f t h e h i g h l y r e s o l v e d u n i f o r m - g r i d s o l u t i o n a n d
t h e o b t a i n e d s o l u t i o n a s a m e a s u r e o f e r r o r .
e = {e i = ^ i - i } i \i = 0 , . . . , n n - l } (4 . 2 )
. w h e r e -0^ is t h e p o i n t o n t h e d e n s e g r i d c o r r e s p o n d i n g t o t h e c o a r s e g r i d l o c a t i o n .
T h e d e n s e - g r i d s o l u t i o n s f o r t h e SV I p r o b l e m a n d t h e V I R p r o b l e m , w e r e b o t h
o b t a i n e d o n a u n i f o r m g r id o f 3 20 1 n o d e s , w i t h t h e a b s o l u t e t o l e r a n c e (c a ) a n d
t h e r e l a t i v e t o le r a n c e (e , . ) b o t h s e t t o l Oe - 6 L i n o r m o f t h e e r r o r w a s u s e d a s a
m e a s u r e o f t o t a l e r r o r .
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T h e m a i n o b j e c t i v e w h e n m e a s u r i n g w o r k i s t o c o m p a r e t h e p e r f o r m a n c e o f
t h e s p a t i a l l y a n d t e m p o r a l l y a d a p t i v e m e t h o d w i t h t h a t o f a t e m p o r a l l y a d a p t i v e
c o d e w i t h u n i f o r m a n d f i x e d g r i d . We a l s o s t u d y t h e c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e c o d e s
r e l a t i v e t o c h a n g e s i n t h e l e v e l o f a d a p t a t i o n a n d t h e n u m b e r o f c e l l s i n t h e b a s e
g r i d T h u s , C P U t i m e w a s c o n s i d e r e d a s s u i t a b l e c h o i c e f o r m e a s u r e o f w o r k .
4 . 4 N u m e r i c a l C o m p a r i s o n s
E a c h t e s t c a s e w a s r u n w i t h e
a
a n d e
^
b o t h s e t t o l Oe - 6 . T h e SV I a n d
t h e V I R p r o b l e m s w e r e r u n fo r f i v e L o A v a l u e s , n „ = 5 1 , 10 1 , 20 1, 40 1 , 8 0 1 a n d
v a r i o u s n u m b e r o f c e l l s i n t h e b a s e g r i d .
F i g u r e 4 1 a n d f i g u r e 4 . 2 a r e u n i f o r m g r i d a n d a d a p t i v e g r i d s o l u t i o n s o f
t h e SV I p r o b l e m f o r t i m e s t e p - s i z e o f 0 . 0 2 5 d a y s T h e fi r s t s u b p l o t s h o w s t h e
p r e s s u r e h e a d p r o f i l e o n t h e y - a x i s a g a i n s t t h e d e p t h o n t h e a ; - a x i s . T h e s e c o n d
s u b p lo t s h o w s t h e d i s c r e t i z a t i o n p a t t e r n c o r r e s p o n d i n g t o e a c h t i m e s t e p T h e
s i m u l a t io n s w e r e r u n t i l l a t i m e o f 0 . 3 d a y s w a s r e a c h e d . E a c h o f t h e v e r t i c a l l i n e
i n t h e a b o v e m e n t io n e d f i g u r e s c o r r e s p o n d t o t h e s h a r p f r o n t a t t h a t p a r t i c u l a r
t i m e a n d w e c a n c l e a r l y s e e t h e s h a x p f r o n t m o v i n g t o w a r d s t h e l e f t s t a r t i n g f r o m
z = 10m . F o r t h e u n i f o r m g r i d s o l u t io n N — 40 1 a s c o m p a r e d t o o n l y 13 3 n o d e s
r e q u i r e d b y t h e a d a p t i v e g r i d a p p r o a c h . I t s h o u l d b e n o t e d t h a t t h e l e v e l o f
r e f i n e m e n t a t t h e f r o n t l o c a t i o n i s s a m e fo r b o t h t h e s o l u t i o n s . A t
a d a p t f o r t h e
a d a p t i v e s o l u t i o n w a s 0 0 2 5 d a y s A c o m p a r i s o n o f s o m e o f t h e c o m p u t a t i o n a l
s t a t i s t i c s (i . e . t h e n u m b e r o f n o d e s N , t h e n u mb e r fu n c t i o n e v a l u a t i o n s F U N C ,
t h e n u m b e r o f J a c o b i a n e v a l u a t i o n s J A C S , t h e n u m b e r o f s t e p s t a k e n ST E P S ,
a n d t h e t o t a l c o m p u t a t i o n a l t i m e t a k e n T I M E ) f r o m t h e v a r i o u s r u n s f o r t h e t w o
a p p r o a c h e s h a v e b e e n t a b u l a t e d i n t a b l e 4 . 2 . F i g u r e 4 . 3 i s a p l o t o f m o i s t u r e
c o n t e n t p r o fi l e o b t a i n e d f r o m t h e a d a p t i v e a p p r o a c h . F i g u r e s 4 . 4 a n d 4 . 5 s h o w
a p l o t o f L i n o r m o f t h e t o t a l e r r o r v e r s u s t o t a l n u m b e r o f n o d e s u s e d a n d t h e
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t o t a l t i m e t a k e n r e s p e c t i v e l y .
I t s h o u l d b e o b s e r v e d f r o m t h e a b o v e fi g u r e s t h a t t h e f r o n t s a r e s o s h a r p
t h a t
,
e v e n f o r 4 0 1 n o d e s
,
t h e r e a r e l e s s t h a n t h r e e n o d e s d e fi n i n g t h e s t e e p f r o n t
T h e m a x i m u m e r r o r s a r e c o n c e n t r a t e d a t t h e f r o n t a n d t h e s e d o m i n a t e t h e o v e r a l l
e r r o r L 2 a n d L / „ / n o r m s o f t h e e r r o r m a g n i fy t h e s e e r r o r s . T h e r e f o r e , t h e c h o i c e
o f L i n o r m f o r t h e m e a s u r e o f t o t a l e r r o r h a s b e e n m a d e T h e e r r o r s f o r t h e s a m e
L o A fo r t h e a d a p t i v e a n d t h e n o n - a d a p t i v e c a s e a r e c o m p a r a b l e , a l t h o u g h t h e r e
a r e c o n s i d e r a b l y l e s s n u mb e r o f e q u a t i o n s t o b e s o l v e d f o r t h e a d a p t i v e c a s e a n d
t h u s t h e C P U t i m e r e q u i r e m e n t i s a b o u t 2 . 5 - 3 t im e s l e s s . A l s o , f o r t h e s a m e
a m o u n t o f c o m p u t a t i o n a l e f f o r t , t h e l e v e l o f a c c u r a c y a c h i e v e d b y t h e a d a p t i v e
m e t h o d is m u c h h i gh e r t h a n t h e n o n - a d a p t i v e m e t h o d T h e g a i n i n C P U t i m e i s
m o r e m a r k e d a s w e i n c r e a s e t h e L o A
,
t h i s c a n b e e x p l a i n e d b y t h e fa c t t h a t f o r
a h i g h e r v a l u e o f L o A .











3 4 5 6 7
Sp a ti a l l o c a ti o n o f n o d e s , m
9 1 0
F i g u r e 4 1 : SV I p r o b l e m - p r e s s u r e h e a d p r o fi l e (u n i f o r m g r i d , L o A = 4 0 1 n o d e s ).
So l u t i o n p r o fi l e f o r t h e V I R p r o b l e m u s i n g t h e a d a p t iv e M O L a p p r o a c h a n d
t h e u n i f o r m g r i d a p p r o a c h c a n b e s e e n i n fi g u r e s 4 . 6 a n d 4 . 7 r e s p e c t i v e l y . T h e s e
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D e p th , m
3 4 5 6 7
S p a ti a l l o c a ti o n o f n o d e s , m
F i g u r e 4 2 : SV I p r o b l e m - p r e s s u r e h e a d p r o fi l e (a d a p t i v e g r i d , L o A = 4 0 1 n o d e s ).
Vo lu m e F ra c ti o n P ro f i l e
0 15 0 2 0 2 5
V o l u m e F r a c t ion
F i g u r e 4 3 : SV I p r o b l e m - m o i s t u r e c o n t e n t p r o fi l e (a d a p t i v e g r i d , L o A = 4 0 1
n o d e s ).
r e s u l t s c o r r e s p o n d t o 8 0 1 n o d e s fo r t h e u n i f o r m g r i d a n d t h e t i m e s t e p
- s i z e i s i s
0 . 0 6 2 5 d a y s a n d t h e s i m u l a t i o n w a s r u n t il l t = 0 . 5 d a y s . T h e v a l u e o f A t a d a p t
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T a b l e 4 2 : C o m p u t a t i o n a l St a t i s t i c s a n d L i - N o r m o f t h e E r r o r f o r SV I p r o b l e m
G r i d
U n i fo r m
U n i fo r m
U n i f o r m
U n i fo r m
U n i fo r m
A d a p t i v e
A d a p t i v e
A d a p t i v e
A d a p t i v e
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S - (Ad a p t at io n le v e l s d is la y e d n e x t to t ti e p lo t s )
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0 A d a p t a t iv e c a s e
» U n i lo f m g ri d c a s e
F i g u r e 4 . 4 : T o t a l n o d e s - e r r o r p l o t f o r SV I p r o b l e m
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Er ro r P lo ts L o g , j (L , e r r o r ) v s L og , ^ (T o t a l tim e ta k e n (s e e s ))
0 A d a p t iv e c a s e
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L o g . (T o ta l T im e Ta k e n (s e c s ))
F i g u r e 4 . 5 : C P U t i m e - e r r o r s c a t t e r p l o t f o r SV I p r o b l e m .
w a s 0 . 0 1 25 d a y s . F i g u r e 4 . 3 i s a p l o t o f v o l u m e t r i c w a t e r c o n t e n t a f t e r e v e r y
t i m e i n t e r v a l o f 0 0 6 2 5 d a y s I t i s e v id e n t f r o m t h e f i g u r e , f o r t h e V I R p r o b l e m ,
t h a t t h e r e is a r a p i d i n fi l t r a t i o n o f w a t e r f r o m t h e s u r f a c e , f o l l o w e d b y a p e r i o d
o f r e d i s t r i b u t i o n o f t h e w a t e r d u e t o t h e e p i s o d i c n a t u r e o f t h e r e c h a r g e f r o m
t h e t o p b o u n d a r y . F i g u r e 4 . 9 s h o w s t h e p r e s s u r e h e a d p r o fi l e w r t . t i m e a t t h e
t o p b o u n d a r y . F i g u r e s 4 . 1 0 a n d 4 11 s h o w a p l o t o f L i n o r m o f t h e t o t a l e r r o r
v e r s u s t o t a l n u m b e r o f n o d e s u s e d a n d t h e t o t a l t i m e t a k e n r e s p e c t i v e l y . T a b l e
4 . 3 c o n t a i n s t h e c o m p u t a t i o n a l s t a t i s t i c s a n d e r r o r c a l c u l a t i o n s f o r t h e s o l u t i o n
o f t h e V I R p r o b l e m . F r o m t h e t a b l e i t c a n b e s e e n t h a t t h e a d a p t i v e M O L i s 2
t o 3 t i m e s f a s t e r t h a n t h e s t a n d a r d M O L .
T h e m a i n m o t i v a t i o n f o r s o lv i n g t h e C R p r o b l e m w a s t o t e s t t h e m a s s
-
c o n s e r v a t i o n p r o p e r t i e s o f t h e a d a p t i v e M O L m e t h o d . T h i s p r o b l e m i s s i m i l a r t o
t h e SV I p r o b l e m , e x c e p t i n g t h e t o p b o u n d a r y c o n d i t i o n I n t h e C R p r o b l e m t h e
t o p b o u n d a r y c o n d i t i o n i s N e u m a n n t y p e , w i t h a c o n s t a n t fl u x o f w a t e r (q^ ^ ) ,
a s c o m p a r e d t o t h e D i r i c h l e t t y p e c o n s t a n t h e a d b o u n d a r y c o n d i t i o n o f t h e S V I
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S p a t ia l lo c a ti o n o f n o d e s , m
F i g u r e 4 6 : V I R p r o b l e m - p r e s s u r e h e a d p r o fi l e (u n i f o r m g r i d , L o A = 80 1 n o d e s ).
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S p a t ia l lo c a t io n o f n o d e s , m
F i g u r e 4 7 : V I R p r o b l e m - p r e s s u r e h e a d p r o fi l e (a d a p t i v e g r i d , L o A = 8 0 1 n o d e s ).
p r o b l e m . A c o n s t a n t h e a d b o u n d a x y c o n d i t i o n i n d u c e s a t i m e d e p e n d e n t fl o w
b o u n d a r y c o n d i t i o n . T h e m o t i v a t i o n b e h i n d u s i n g a c o n s t a n t fl u x a t t h e b o u n d -
32






s—* * * »
HK * * *
0 1 0 15 0 2 0 2 5 0 3 0 3 6
V o l u m e F r a c t io n
F i g u r e 4 . 8 :
n o d e s )
V I R p r o b l e m - m o i s t u r e c o n t e n t p r o f i l e (a d a p t i v e g r i d , L o A = 8 0 1
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d a y s
F i g u r e 4 . 9 : P r e s s u r e h e a d p r o f i le v s t i m e fo r t h e t o p b o u n d a r y f o r t h e V I R
p r o b l e m .
a r y i s t h a t i t m a l ce s e a s y t h e m a s s b a l a n c e c a l c u l a t i o n s b e c a u s e a t a n y t i m e t
t h e a m o u n t o f w a t e r e n t e r i n g t h e s y s t e m i s s i m p ly g i v e n by q^ H , w i t h a f r o n t
3 3
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(Ad a p ta t io n l ev e l s d is la y e d n e x t t o th e p lo ts )
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0 A d a p t a t iv e c a s e
* U n if o r m g ri d c a s e
5 5 5
F i g u r e 4 . 1 0 : T o t a l n o d e s - e r r o r s c a t t e r p l o t f o r V I R p r o b l e m .
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(A d ap ta ti o n l e v e l s d i s l a y e d n e x t t o t ti e p l o t s )
2 5 3 3 5 4 4 5 5
L o g _ (T o t a l T im e T a l( e n (s e c s ))
F i g u r e 4 . 1 1 : C P U t i m e - e r r o r s c a t t e r p l o t f o r V I R p r o b l e m .
s i m i l a r t o t h e c o n s t a n t h e a d b o u n d a r y c o n d i t i o n b e i n g d e v e l o p e d F i g u r e s 4 1 2
a n d 4 . 13 s h o w t h e u n i f o r m - g r i d a n d a d a p t i v e g r i d s o l u t i o n o f t h e C R p r o b l e m
a n d fi g u r e 4 . 14 s h o w s t h e v o l u m e t r i c m o i s t u r e c o n t e n t p r o fi l e . T h e m a s s b a l a n c e
e r r o r s f o r d i f f e r e n t r u n s o f t h e a d a p t i v e m e t h o d a n d t h e i r c o m p a r i s o n w i t h t h e
fi x e d g r i d m e t h o d h a s b e e n t a b u l a t e d i n t h e t a b l e 4 . 4 . T h e m a s s b a l a n c e e r r o r s
f o r t h e s t a n d a r d M O L a n d a d a p t i v e M O L a r e n e a r l y t h e s a m e , t h u s w e c a n s a fe l y
s a y t h a t t h e m a s s c o n s e r v a t iv e p r o p e r t i e s o f t h e F L C B D F m e t h o d i s n o t l o s t b y
t h e p r o c e s s o f s p a t i a l a d a p t a t i o n .
O n c l o s e o b s e r v a t i o n o f t h e a b o v e t a b l e s o f c o m p u t a t i o n a l s t a t i s t i c s f o r a l l
t h e t h r e e t e s t p r o b l e m s , o n e c a n c l e a r l y s e e t h a t , f o r t h e s a m e L o A , t h e F U N C ,
JA C S a n d ST E P S a r e n e a r l y t h e s a m e fo r t h e a d a p t i v e a n d n o n - a d a p t i v e M O L s ,
a l t h o u g h t h e r e a r e c o n s i d e r a b l e fe w e r n u m b e r o f e q u a t i o n s t o b e s o l v e d fo r t h e
fo r m e r a n d t h e C P U t i m e r e q u i r e m e n t i s m u c h l e s s fo r t h e s a m e . T h i s c a n b e
e x p l a i n e d b y t h e f a c t t h a t t h e s t a t i s t i c s l i k e F U N C , J A C S a n d ST E P S d e p e n d
o n t h e e q u a t i o n s t o b e s o l v e d a t t h e f r o n t r e g i o n a n d t h e s p a t i a l d i s c r e t i z a t i o n a t
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F i g u r e 4 . 1 3 : C R p r o b l e m - p r e s s u r e he a d p r o fi l e (a d a p t iv e g r i d , L o A = 4 0 1 n o d e s ) .
t h e f r o n t Si n c e t h e b a s e - c e l l s a r e f i x e d t h r o u g h o u t t h e s i m u l a t i o n , t h e p h y s i c a l
l o c a t i o n o f t h e n o d e s (a n d t h u s t h e A z ) a t t h e f r o n t a r e i d e n t i c a l f o r b o t h t h e
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m e t h o d s
,
b u t s i n c e t h e r e a r e a l e s s e r n u m b e r o f e q u a t i o n s t o b e s o l v e d , t h e C P U
t i m e r e q u i r e m e n t i s m u c h l e s s .
T h e c h o i c e o f /^ t
a d a p t a
n d t h e n u m b e r o f b a s e - c e l l s a r e a l s o c r u c i a l t o t h e
p e r f o r m a n c e o f t h e a d a p t i v e m e t h o d I f w e c h o o s e a v e r y s m a l l A t a d a p t , t h e R R R
(= t ' A i o d a p t ) w i l l b e s m a l l w i t h f e w e r u n k n o w n s , f e w e r e q u a t i o n s t o b e s o l v e d , a n d
t h u s l o w e r C P U t i m e r e q u i r e m e n t B u t t h i s a l s o m e a n s m o r e f r e q u e n t a d a p t a t i o n
o f t h e g r i d w i t h a d d e d c o m p u t a t i o n a l e x p e n s e . K n o w i n g t h a t t h e i r i s s o m e l o s s
3 7
o f c o m p u t a t i o n a l t i m e a s s o c i a t e d w i t h e v e r y a d a p t a t i o n p r o c e s s , w e n e e d t o
c h o o s e a n o p t i m a l v a l u e o f /^ t a d a p t b a l a n c i n g t h e e x p e n s e a s s o c i a t e d i n c u r r e d b y
r e g r i d d i n g w i t h t h e d e s i r e t o l i m i t t h e s i z e o f t h e R R R A l s o , t h e c h o i c e o f n u m b e r
o f b a s e - c e l l s n e e d s t o b e m a d e c a r e f u l l y We d o n o t w a n t t o h a v e a l a r g e n u m b e r
o f b a s e - c e l l s b e c a u s e w e w o u l d b e w a s t i n g s o m e n o d e s i n t h e r e g i o n s w h e r e a
d e n s e g r i d i s n o t r e q u i r e d O n t h e o t h e r h a n d , a s m a l l n u m b e r o f b a s e - c e l l s c a n
l e a d t o i n a c c u r a t e r e s u l t s i n t h e c o a r s e r e g i o n s
3 8
C h a p t e r 5
C o n c l u s i o n s
I n t h i s w o r k w e fo r m u l a t e a v a r i a b l e s p a c e - t i m e d i s c r e t i z a t i o n f o r a f i n i t e
d i f e r e n c e s o l u t i o n o f R E a n d o u t l i n e d a m e t h o d o f / i - t y p e s p a t i a l a d a p t a t i o n
i m p l e m e n t e d i n t h e M O L fr a m e . We c a n n o w d r a w t h e fo l l o w i n g c o n c l u s i o n s
b a s e d o n o u r a n a l y s i s :
1 . h - t y p e s p a t i a l a d a p t a t i o n c a n b e s u c c e s s f u l l y i m p l e m e n t e d i n t h e D A E / M O L
fr a m e w o r k t o o b t a i n e f i c i e n t a n d r o b u s t fi n i t e d i f e r e n c e s o l u t i o n o f R E .
2 . Sa m e l e v e l o f a c c u r a c y a s a u n i f o r m g r i d s o l u t i o n c a n b e a c h i e v e d b y u s i n g
a d a p t i v e M O L a n d h a v i n g t o s o l v e a l e s s e r n u m b e r o f n o d e s a n d w i t h
c o n s i d e r a b l e s a v i n g s i n c o m p u t a t i o n a l e f o r t a n d t i m e
3 . T h e m a s s c o n s e r v a t i o n p r o p e r t i e s o f t h e a d a p t i v e M O L a p p r o a c h t o s o l v e
R E a r e c o m p a r a b l e t o t h e s t a n d a r d u n i f o r m g r i d M O L a p p r o a c h
4 . T h e p e r f o r m a n c e o f t h e a d a p t i v e a p p r o a c h d e p e n d s o n t h e n u mb e r o f b a s e -
c e l l s u s e d a n d t h e c h o i c e o f A t a d a p t T h e a d v a n t a g e o f t h e a d a p t i v e a p p r o a c h
i s m o r e c o n s p i c u o u s a s m o r e a c c u r a t e s o l u t i o n i s r e q u i r e d , a n d t h e l e v e l o f
a d a p t a t i o n i s i n c r e a s e d .
R E F E R E N C E S
[1] L . M A b r i o l a a n d J . R L a n g Se l f - a d a p t i v e h i e r a r c h i c fi n i t e e l e m e n t s o l u t i o n
o f t h e o n e - d i m e n s i o n a l u n s a t u r a t e d f l o w e q u a t i o n I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l f o r
N u m e r i c a l M e th o d s i n F l u i ds
,
1 0 : 2 2 7- 2 4 6
,
199 0 .
[2 ] T A r b o g a s t , M F W h e e l e r , a n d N Y Z h a n g A n o n l i n e a r m ix e d fi n i t e
e l e m e n t m e t h o d f o r a d e g e n e r a t e p a r a b o l i c e q u a t i o n a r i s i n g i n fl o w i n p o r o u s
m e d i a SI A M J o u r n a l o n N u m e r i c a l A n a l y s i s , 3 3 (4 ) : 1 66 9 - 1 6 8 7 , 1 9 9 6 .
[3] C B a b a j im o p o u l o s A d o u g l a s - j o n e s p r e d i c t o r - c o r r e c t o r p r o g r a m fo r s i m u ¬
l a t i n g o n e
- d i m e n s i o n a l u n s a t u r a t e d fl o w i n s o i l . S o i l S c i e n c e
,
2 9 (2 ): 2 6 7- 2 7 0 ,
19 9 1
[4 ] I B a b u s k a a n d W G u i B a s i c p r i n c i p a l s o f f e e d b a c k a n d a d a p t i v e a p ¬
p r o a c h e s i n t h e fi n i t e e l e m e n t m e t h o d . C o m p u t e r M e th o ds i n A p p l i e d M e ¬




[5 ] R . E B a n k a n d R . K . Sm i t h M e s h s m o o t h i n g u s i n g a p o s t e r i o r i e r r o r
e s t i m a t e SI A M J o u r n a l o n N u m e r i c a l A n a l y s i s , 3 4 (3 ) :9 7 9 - 9 9 7 , 1 9 9 7
[6 ] M . J . B e r g e r a n d A . P . C o l l e l a . L o c a l a d a p t i v e m e s h r e fi n e m e n t fo r s h o c k
h y d r o d y n a m i c s J o u r n a l o f C o m p u t a i o n a l P h y s i c s , 8 2 ( l ) :6 4 - 8 4 , 1 9 8 9
[7 ] M J B e r g e r a n d J O l i g e r . A d a p t i v e m e s h r e fi n e m e m t fo r h y p e r b o l i c p a r t i a l -
d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s J o u r n a l o f C o m p u t a i o n a l P h y s i c s , 5 3 (3 ): 4 84 - 5 12 ,
1 9 8 4 .
[8 ] K E . B r e n a n , S . L . C a m p b e l l , a n d L R P e t z o l d . T h e N u m e r i c a l S o l u t i o n
o f I n i t i a l V a l u e P r o b l e m s i n D if e r e n t i a l - A l g e b r a i c E q u a t i o n s . S o c i e t y f o r
I n d u s t r i a l a n d A p p l i e d M a t h e m a t i c s , P h i l a d e l p h i a , P A , 1 9 9 6
[9 ] R H B r o o k s a n d A T C o r e y . H y d r a u l i c p r o p e r t i e s o f p o r o u s m e d i a . T e c h ¬
n i c a l R e p o r t p a p e r n u m b e r 3 , C o l o r a d o St a t e U n i v e r s i t y , F o r t C o l l i n s , C O ,
1 9 64 .
[10] W M . C a o , W . Z . H u a n g , a n d R D . R u s s e l l C o m p a r i s o n o f t w o - d i m e n s i o n a l
r - a d a p t i v e fi n i t e e l e m e n t m e t h o d s u s i n g v a r i o u s e r r o r i n d i c a t o r s . M a t h e m a t ¬
i c s a n d C o m p u t e r s i n S i m u l a t i o n , 5 6 (2 ): 1 2 7 - 1 4 3 , 2 0 0 1
[1 1 ] M A C e l i a a n d P B i n n i n g A m a s s c o n s e r v a t i v e n u m e r i c a l s o l u t i o n f o r
t w o - p h a s e f l o w i n p o r o u s m e d i a w i t h a p p l i c a t i o n t o u n s a t u r a t e d f l o w . W a t e r
R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 8 ( 10 ): 2 8 19 - 2 8 2 8 , 1 9 92 .
[1 2 ] M . A . C e l i a , E . T . B o u l o u t a s , a n d R . L Z a r b a . A g e n e r a l m a s s - c o n s e r v a t i v e
n u m e r i c a l s o l u t i o n f o r t h e u n s a t u r a t e d fl o w e q u a t i o n Wa t e r R e s o u r c e s R e ¬
s e a r c h
,
2 6 (7 ): 1 48 3 - 1 4 96 , 1 99 0
[13 ] J . C . C r i t t e d e n , B .W . C . Wo n g , W E . T h a c k e r , V . L Sn o e y i n k , a n d R . L .
H i n r i c h s . M a t h e m a t i c a l m o d e l o f s e q u e n t i a l l o a d i n g i n fi x e d - b e d a d s o r b e r s .
J o u r n a l Wa t e r P o l l u t i o n C o n t r o l F e d e r a t i o n
,
5 2 ( l l ) :2 7 80 - 2 79 5 , 19 8 0
[14 ] A I . E l k a d i a n d G . L i n g T h e c o u r a n t a n d p e c l e t n u m b e r c r i t e r i a f o r t h e
n u m e r i c a l s o l u t i o n o f t h e r i c h a r d s e q u a t i o n . W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h , 2 9
( 10 ): 3 48 5 - 3 4 94 , 199 3 .
[1 5 ] J E w e n M o v i n g p a c k e t m o d e l f o r v a r i a b l y s a t u r a t e d fl o w . W a t e r R e s o u r c e s
R e s e a r c h
,
3 6 (9 ): 2 58 7 - 2 59 4 , 2 0 0 0 .
[1 6 ] P A . F o r s y t h , Y . S Wu , a n d K . P r u e s s R o b u s t n u m e r i c a l m e t h o d s fo r
s a t u r a t e d - u n s a t u r a t e d fl o w w i t h d r y i n i t i a l c o n d i t i o n s i n h e t e r o g e n e o u s m e ¬
d i a . A dv a n c e s i n Wa t e r R e s o u r c e s
,
1 8 :2 5 - 38 , 19 9 5 .
4 1
[1 7 ] R A F r e e z e T h r e e - d i m e n s i o n a l , t r a n s ie n t , s a t u r a t e d - u n s a t u r a t e d fl o w i n a
g r o u n d w a t e r b a s i n Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h , 7 (2 ) : 3 4 7 - 3 6 6 , 19 7 1 .
[1 8 ] G . G o t t a r d i a n d M V e n u t e l l i M o v i n g fi n i t e - e l e m e n t m o d e l f o r o n e -
d i m e n s i o n a l i n fi l t r a t i o n i n u n s a t u r a t e d s o i l . Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 8
( 12 ): 3 2 59 - 32 6 7 , 1 9 92
[19 ] G G o t t a r d i a n d M V e n u t e l l i . O n e - d i m e n s i o n a l m o v i n g fi n i t e - e l e m e n t m o d e l
o f s o l u t e t r a n s p o r t G r o u n d W a t e r , 3 2 (4 ): 6 4 5 - 6 4 9 , 1 9 94
[2 0 ] R . H a v e r k a m p , J V a u c l i n , J . T o u m a , R J . W i e r e n g a , a n d G V a c h a u d A
c o m p a r i s o n o f n u m e r i c a l s i m u l a t i o n m o d e l s f o r o n e - d i m e n s i o n a l i n fi l t r a t i o n .
So i l Sc i e n c e S o c i e t y o f A m e r i c a J o u r n a l , 4 1 :2 8 5 - 2 94 , 1 97 7
[2 1 ] D . H i l l e l F u n d a m e n t a l s o f S o i l P h y s i c s A c a d e m i c P r e s s , N e w Y o r k , N Y ,
1 9 80 .
[2 2] R . G . H i l l s , I P o r r o , D B . H u d s o n , a n d P . J . W i e r e n g a . M o d e l i n g o n e -
d i m e n s i o n a l i n fi l t r a t i o n i n t o v e r y d r y s o i l s , 1 . m o d e l d e v e l o p m e n t a n d e v a l¬
u a t i o n . Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 5 {Q) : 1 2 59 - 1 2 6 9 , 19 89 .
[2 3 ] R H u b e r a n d R H e l m i g . M u l t i p h a s e fl o w i n h e t e r o g e n e o u s p o r o u s m e ¬
d i a : A c l a s s i c a l fi n i t e e l e m e n t m e t h o d v e r s u s a n i m p l i c i t p r e s s u r e - e x p l i c i t
s a t u r a t i o n - b a s e d m i x e d fi n i t e e l e m e n t - fi n i t e v o l u m e a p p r o a c h I n t e r n a t i o n a l
J o u r n a l f o r N u m e r i c a l M e t h o d s i n F lu i d s , 29 : 8 99 - 9 20 , 1 99 9
[24 ] P S . H u y a k o r n a n d G F P i n d e r . C o m p u t a t i o n a l M e t h o d s i n S u b s u r f a c e
F l o w . A c a d e m i c P r e s s
,





[2 5 ] P S H u y a k o r n , S . D . T h o m a s , a n d B . M T h o m p s o n T e c h n i q u e s f o r m a k i n g
fi n i t e e l e m e n t s c o m p e t i t i v e i n m o d e l i n g fl o w i n v a r i a b l y s a t u r a t e d p o r o u s
m e d i a . Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
20 (8 ) : 1 0 99- 1 1 15 , 1 9 84 .
4 2
[2 6] K R . J a c k s o n a n d R . S a c k s - D a v i s . A n a l t e r n a t i v e i m p l e m e n t a t i o n o f v a r i a b l e
s t e p - s i z e m u l t is t e p f o r m u l a s f o r s t i f f O D E s A CM T r a n s a c t i o n s i n M a t h e ¬
m a t i c a l S o f t w a r e , 6 : 2 9 5 - 3 18 , 1 9 80
[2 7] S . - H . J u a n d K - J S K u n g M a s s t y p e s , e l e m e n t o r d e r s a n d s o l u t i o n s c h e m e s
fo r t h e R i c h a r d s e q u a t i o n . C o m p u t e r s a n d G e o s c i e n c e s , 2 3 (2 ): 1 75 - 18 7 , 1 99 7 .
[2 8 ] Z . J . K a b a l a a n d R C . D . M i l l y Se n s i t i v i t y a n a l y s is o f f l o w i n u n s a t u r a t e d
h e t e r o g e n e o u s p o r o e s m e d i a : T h e o r y , n u m e r i c a l m o d e l , a n d i t s v e r i fi c a t i o n




1 9 9 0 .
[2 9] D K a v e t s k i , P . B i n n i n g , a n d S W S lo a n A d a p t i v e t i m e s t e p p i n g a n d
e r r o r c o n t r o l i n a m a s s c o n s e r v a t i v e n u m e r i c a l s o l u t i o n o f t h e m i x e d fo r m o f
r i c h a r d s e q u a t i o n . A d v a n c e s i n Wa t e r R e s o u r c e s , 2 4 (6 ) : 59 5 - 6 0 5 , 2 0 0 1
[3 0 ] C . E . K e e s a n d C . T M i l l e r . C - I- + i m p l e m e n t a t i o n s o f n u m e r i c a l m e t h o d s f o r
s o lv i n g d i f f e r e n t i a l- a l g e b r a i c e q u a t i o n s : D e s i g n a n d o p t i m i z a t i o n c o n s i d e r a ¬
t i o n s A s s o c i a t i o n f o r C o mp u t i n g M a c h i n e r y , T r a n s a c t i o n s o n M a t h e m a t i c a l
So f t w a r e , 2 5 (4 ) : 3 77 - 4 0 3 , 199 9
[3 1 ] C . E K e e s a n d C T M i l l e r . H i g h e r o r d e r t i m e i n t e g r a t i o n m e t h o d s f o r
t w o - p h a s e f l o w A d v a n c e s i n W a t e r R e s o u r c e s , 2 5 (2 ) : 1 5 9 - 1 7 7 , 2 0 0 2 .
[3 2 ] C . T . K e l l e y . I t e r a t i v e M e th o d s f o r L i n e a r a n d N o n l i n e a r E q u a t i o n s . So c i e t y
fo r I n d u s t r i a l a n d A p p l i e d M a t h e m a t i c s , P h i l a d e l p h i a , 1 9 9 5 .
[3 3 ] M . R . K i r k l a n d , R G . H i l l s , a n d P J W i e r e n g a . A l g o r i t h m s fo r s o l v i n g
r i c h a r d s ' e q u a t i o n fo r v a r i a b l y SQj t u r a t e d s o i l s . Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h ,
2 8 (8 ) : 20 4 9- 20 5 8 , 19 92 .
[3 4 ] J B K o o l a n d J C P a r k e r . D e v e l o p m e n t a n d e v a l u a t i o n o f c l o s e d - f o r m e x ¬
p r e s s i o n s f o r h y s t e r e t i c s o il hy d r a u h c p r o p e r t i e s . W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h ,
2 3 ( 1) : 1 0 5 - 1 14 , 1 98 7 .
4 3
[3 5 ] C . T . M i l l e r , G A . Wi l l i a m s , C T K e l l e y , a n d M . D T o c c i . R o b u s t s o l u ¬
t i o n o f R i c h a r d s ' e q u a t i o n f o r n o n - u n i f o r m p o r o u s m e d i a . Wa t e r R e s o u r c e s
R e s e a r c h
,
34 (10 ) : 2 5 9 9- 26 10 , 199 8 .
[3 6 ] P C . D M i l l y . A m a s s - c o n s e r v a t i v e p r o c e d u r e f o r t i m e - s t e p p i n g i n m o d e ls
o f u n s a t u r a t e d fl o w A d v a n c e s i n Wa t e r R e s o u r c e s
,
8 (3 ): 3 2 - 3 6 , 1 9 8 5 .
[3 7 ] Y . M u a l e m . A n e w m o d e l f o r p r e d i c t i n g t h e h y d r a u l i c c o n d u c t i v i t y o f u n ¬
s a t u r a t e d p o r o u s m e d i a . W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h , 1 2 (3 ) :5 13 - 5 2 2 , 1 9 76 .
[3 8] J T . O d e n , I . B a b u s k a , a n d C E . B a u m a n n . A d i s c o n t i n u o u s h p f i n i t e
e l e m e n t m e t h o d fo r d i f f u s i o n p r o b l e m s . J o u r n a l o f C o m p u t a i o n a l P h y s i c s ,
1 4 6 (2 ): 4 9 1 - 5 19 , 1 9 98 .
[3 9 ] H S . O h , J K L i m , a n d S Y . H a n A n r h - m e t h o d fo r e f fi c i e n t a d a p t i v e f i n i t e
e l e m e n t a n a l y s i s . C o m m u n i c a t i o n s I n N u m e r i c a l M e t h o ds I n E n g i n e e r i n g ,
1 4 (6 ) :5 4 9- 5 58 , 19 9 8 .
[4 0 ] C P a n i c o n i , A A . A l d a m a , a n d E . F Wo o d . N u m e r i c a l e v a l u a t i o n o f
i n t e r a t i v e a n d n o n i t e r a t i v e m e t h o d s fo r t h e s o l u t i o n o f t h e n o n l i n e a r r i c h a r d s
e q u a t i o n . W^a i e r / Re s o u r c e s i ?e s e a r c / i , 2 7 (6 ) : 1 147 - 1 16 3 , 19 9 1 .
[4 1 ] D . W . P e p p e r a n d D B . C a x r i n g t o n A p p l i c a t i o n o f h - a d a p t a t i o n fo r e n v i ¬
r o n m e n t a l fl u i d fl o w a n d s p e c i e s t r a n s p o r t . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l f o r N u ¬
m e r i c a l M e t h o ds i n F l u i d s
,
3 1 ( 1 ) :2 75 - 1 83 , 19 9 9 .
[4 2 ] K . R a t h f e l d e r a n d L M A b r i o l a . I m p a c t o f g r i d r e s o l u t i o n a n d p a r a m e t r i c
r e p r e s e n t a t i o n o n m u l t ip h a s e fl o w s i m u l a t i o n s I n A P e t e r s , G W it t u m ,
B . H e r r h n g , U M e i s s n e r , C . A B r e b b i a , W . G G r a y , a n d G F P i n d e r ,
e d i t o r s
,
C o m p u t a t i o n a l M e t h o ds i n Wa t e r R e s o u r c e s X , v o l u m e V o l . 2 , p a g e s
9 83 - 9 90
,
D o r d r e c h t
,
T h e N e t h e r l a n d s
,
1 9 94 K l u w e r A c a d e m i c P u b l i s h e r s .
[4 3 ] J . W . R e e d e r . I n fi l t r a t i o n u n d e r r a p i d l y v a r y i n g s u r f a c e w a t e r d e p t h s . W a t e r
R e s o u r c e s R e s e a r c h , 16 (1) : 9 7- 10 4 , 1 9 8 0 .
4 4
[44 ] P J . R o s s . E f i c i e n t n u m e r i c a l m e t h o d s f o r i n fi l t r a t i o n u s i n g R i c h a r d s ' e q u a ¬
t i o n . Wa t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h
,
2 6 (2 ): 2 7 9 - 2 90 , 1 9 9 0 .
[4 5 ] R S a u c e z , A . V . Wo u v e r , a n d W . E Sc h e is s e r . A n a d a p t i v e m e t h o d o f l i n e s
s o l u t i o n o f t h e k o r t e w e g
- d e v r i e s e q u a t i o n . C o m p u t e r s a n d M a t h e m a t i c s
w i t h A pp l i c a t i o n s , 3 5 (1 2) : 1 3 - 2 5 , 1 9 9 8
[4 6 ] W E . Sc h i e s s e r . M e t h o d o f h n e s s o l u t i o n o f t h e k o r t e w e g - d e v r i e s e q u a t i o n .
C o m p u t e r s a n d M a t h e m a t i c s w i t h A pp li c a t i o n s , 2 8 (10 - 1 2 ) : 1 4 7 - 1 5 4 , 1 9 94
[4 7 ] L T a n g a n d J D B a e d e r U n i f o r m l y a c c u r a t e fi n i t e d i f f e r e n c e s c h e m e s
fo r p - r e fi n e m e n t SI A M J o u r n a l o n S c i e n t if i c C o m p u t i n g , 2 0 (3 ) : 1 1 15- 1 1 3 1 ,
19 9 9 .
[4 8 ] M D T o c c i , C T K e l l e y , a n d C T M i l l e r . A c c u r a t e a n d e c o n o m i c a l
s o l u t i o n o f t h e p r e s s u r e - h e a d f o r m o f R i c h a r d s
'
e q u a t i o n by t h e m e t h o d o f
l i n e s A dv a n c e s i n W a t e r R e s o u r c e s , 2 0 (1) : 1 - 1 4 , 1 9 9 7
[4 9] M D T o c c i , C . T K e l l e y , C . T . M i l l e r , a n d C E K e e s I n e x a c t N e w t o n
m e t h o d s a n d t h e m e t h o d o f l i n e s f o r s o l v i n g R i c h a r d s
'
e q u a t i o n i n t w o s p a c e
d i m e n s i o n s . C o m p u t a t i o n a l G e o s c i e n c e s , 2 (4 ): 2 9 1 - 3 09 , 1 9 9 9 .
[5 0] A . S . U s m a n i . So l u t i o n o f s t e a d y a n d t r a n s i e n t a d v e c t i o n p r o b l e m s u s i n g a n
h - a d a p t i v e fi n i t e e l e m e n t m e t h o d . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f C o m p u t a t i o n a l
F l u i d D y n a m i c s , l l (3 - 4 ) :2 4 9 - 2 5 9 , 1 9 99 .
[5 1 ] M T h . v a n G e n u c h t e n A c l o s e d - f o r m e q u a t i o n f o r p r e d i c t i n g t h e h y d r a u Uc
c o n d u c t i v i t y o f u n s a t u r a t e d s o il s S o i l Sc i e n c e S o c i e t y o f A m e r i c a J o u r n a l ,
4 4 : 8 92 - 89 8
,
19 80
[5 2 ] A . W . W a r r i c k , G . J M u l l e n , a n d D R N i e l s e n . Sc a l i n g fi e l d - m e a s u r e d
s o i l hy d r a u l i c p r o p e r t i e s u s i n g a s i m i l a r m e d i a c o n c e p t . Wa t e r R e s o u r c e s
R e s e a r c h
,
13 (2 ) : 3 5 5 - 3 62 , 197 7
4 5
[5 3 ] G . A . W i l l i a m s a n d C . T . M i l l e r . A n e v a l u a t i o n o f t e m p o r a l l y a d a p t i v e
t r a n s f o r m a t i o n a p p r o a c h e s f o r s o l v i n g R i c h a r d s
'
e q u a t i o n . A dv a n c e s i n Wa ¬
t e r R e s o u r c e s
,
2 2 (8 ) : 8 3 1 - 8 40 , 1 9 9 9
4 6
